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Leder

Sidste blad?

Redaktionen

Endnu et akademisk ar er ved at veere slut. I FAM@S gleeder vi os
til sommerferien, men vi er ogsa bekymrede for fremtiden. Vi kom
nemlig for nylig til den erkendelse, at friske kreefter er ngdvendi-
ge, hvis FAM@S fortsat skal eksistere. Et par redaktionmedlem-
mer skal udenlands, andre bliver snart kandidater. Redaktionen
er meget snart for lille til, at bladet fortsat er levedygtigt.

Vi héber, at nogle nye redaktgrer vil melde sig, sa vi kan fort-
seette FAM@S. Hvis det skulle have din interesse, s& henvend dig
til redaktionen. Din hjeelp vil veere veerdsat.

Det er tid til, at yngre argange seetter deres praeg pa bladet.
I redaktionen har vi gennem de sidste ar haft mange tanker om,
hvad FAM@s kunne, skulle, ville og burde, og pé det seneste har
vi diskuteret muligheden for helt eller delvis at skifte over til et
internetbaseret FAM@s. Det ville den nuveerende redaktion veere
begejstret for, men om et eller to ar er ingen af os i redaktionen
lzengere. Sa hvem er?
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Vietes formel

Jens Siegstad

Vi skal i denne artikel vise Vietes formel.

Theorem 1 (Viétes formel)

Ovenstaende formel blev vist i 1593 af Francois Viete (1540-
1603). Formlen er interessant idet den er det forste eksempel pa
et uendeligt produkt og derudover ogsa er den forste formel til
at udregne 7 (kilde [1]). Viete gav et rent geometrisk bevis hvor
han sammenlignede arealer af regulaere polygoner, med hhv. 2" og
2"+ sider, indskrevet i en cirkel. For typer med hang til klassisk
geometri anbefales det at kaste et blik pa de sidste sider i kapitel
16 i [2] hvor man vha. en rackke opgaver guides til et geometrisk
bevis der er taettere pa Vietes oprindelige bevis. Derudover findes
der i fgrnzevnte kapitel et bevis for at 7 er irrational'. For de lze-
sere der ikke for har stiftet bekendtskab med uendelige produkter
vil vi i det fglgende definere konvergens af et uendeligt produkt.

T Famgs 22-2 kan du ligeledes finde et bevis for irrationalitet af .
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Jens Siegstad

Definition 2 Lad (u,) veere en fplge af komplekse tal. Betragt
fglgen af partielle produkter

n
P =itz -y = [ ]y
j=1

Hyvis folgen (py,) har en graenseveerdi, forskellig fra nul, nar n — oo
da siger vi at det uendelige produkt H;‘Zl u; er konvergent med
veerdi p og vi skriver da at

(o]
p= H Uj.
j=1

Hvis et uendeligt produkt ikke er konvergent kaldes det divergent.

Inden vi viser Vietes formel viser vi et par pastande som viser
sig at veere paent anvendelige i beviset for denne zdle formel.
Pastand 1

. (T @ x
sinz = 2" sin <2n> kl;[lcos <2k> .

Bewvis. Ved gentagen anvendelse af halveringsformlen for sinus fin-

der vi at
= 2sn (3 ) s (3)
sing =2sin | = ) cos | =
2 2

s (%) cos (%) con (2)

) z\ x
= 2" sin <2n> IL[lcos <2k>
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Viétes formel

som gnsket. Ngjeregnende typer gennemfgrer naturligvis et in-
duktionsbevis?. O

Pastand 2
Der gaelder at

. o0
sinz HCOS(QS)
- ok
T putet 2
Bewis. Vi viser fgrst at

lim 2" sin (x> = 2x.
n—00 on

Vi ved at )
sin

lim
z—0 X

Derved finder vi at

1 in (57
— . lim 2"sin (:c) = lim M =1.
2TL

€T MNn—0o0

Heraf fglger det at

lim 2" sin (J:) = .
n—00 on

Ved at kombinere ovenstaende med Pastand 1 finder vi at

sinm_ﬁcos<21;€) 1)

x =1

som gnsket. O

2En frisk indfgring i induktionsbeviser med udgangspunkt i Caféen? Do-
mino kan du finde i FAM®@S 22-1.
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Jens Siegstad

Seetter vi z = T i (1) finder vi at

p=o (1) (§) e (55) o ()
. = COS 4 COS 3 COS 16 COS YS!

Ved at bruge den trigonometriske additionsformel for cosinus samt
idiotformlen vises det let at

(x) 1+ cosx
cos| =) =4/———
2 2

for alle z € [0, §]. Specielt haves at

4 2
(7r> 2++/2
COS| — | =
8 2
(W> 2+4/2+ V2
COS | — | =
16 2

Ved at indseette ovenstaende veerdier i (1) fas Vietes formel. Fedt
nok! Et godt spgrgsmal er sa hvor hurtigt det uendelige produkt
i Vietes formel konvergerer. Det konvergerer rent faktisk paent
hurtigt. Mere preecist geelder fglgende

Theorem 3 Definer folgen

i ™
(e H COS (2]6“) .

k=1
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Viétes formel

Da geelder der at

Bevis. Se side i 144 i [3]. O

Betragtes veerdierne af folgen (2v, ') fir man for n = 21 en
veerdi af m som er korrekt til 12. decimal (se s. 145 i [3]). Vi har
saledes fundet en metode til at udregne m som er ret sa effektiv.
Ulempen er dog at man skal udregne ret s& mange kvadratrgdder,
hvilket typisk vil vaere ret sé treelst hvis man sidder pa en gde ¢
uden strgm pa computeren! Lad os sammenligne med 2 af de
vel nok mest kendte rackkefremstillinger for 7. Vi betragter fgrst
Leibniz’s formel

—1)m

:ZQ e
=

Ovenstaende formel kan geometrisk fortolkes siledes: En fjerde-
del af forholdet mellem omkreds og diameter er det samme som
summen af de reciprokke ulige tal med alternerende fortegn. En
anden kendt rackkefremstilling der involverer 7 er Eulers rackke

f: 1

= n?
Ovenstaende raekkefremstilling udtrykker at summen af alle de
reciprokke kvadrattal er endelig. Vi minder om at summen af de

reciprokke naturlige tal samt summen af alle de reciprokke prim-
tal er uendelig. Nok er der uendeligt mange kvadrattal, men de
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Jens Siegstad 11

fordeler sig mindre teet blandt de reelle tal end de naturlige tal
samt primtallene. Begge disse formler har den umiddelbare fordel
at de er relativt nemme at huske, fortolke og ikke mindst at vi-
se. De har dog den umiddelbare ulempe at de konvergerer meget
langsomt. For Leibniz’s raekke geelder at, hvis man skal udregne 7
saledes at afvigelsen er af stgrrelsesordenen 107%, skal man med-
tage ca $10% led (se s 144 i [3]) og for Eulers reekke skal man
medtage omkring omkring 100 millioner led for at finde en veerdi
af 7 der er korrekt op til 7 decimalers ngjagtighed (se s 148 i [3]).
Skal man vha. computerkraft udregne = med drabeligt mange de-
cimaler skal man have fat i nogle langt mere “harske” rackker. En
af de hurtigt konvergerende rackkefremstillinger er Ramanujan?s
reekkefremstilling

_ 19 (13591409 + 545140134k)
P Z (k')36403203k+3/2

Puha!

Litteratur

[1] Kent E. Morrison Cosine Products, Fourier Transforms, and
Random Sum. Amer. Math. Monthly, 102, 1995, 716-724

[2] Michael Spivak. Calculus. Third Edition, Publish or Perish
Inc 1994.
Bogen kan findes her http://staff.washington.edu/
freitz/Spivak_3rd_ed.pdf

[3] H-D.  Ebbinghaus, H. Hermes, F.  Hirzebruch,
M.Koecher, K.Maingzer, J.Neukirch, A Prestel,
R.Remmert. Numbers.,Springer 1991.

3Srinivasa Ramanujan (1887-1920): Relativt habil indisk matematiker!
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Viétes formel

[4] http://en.wikipedia.org/wiki/Approximations_of _
%CF%80
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Jobopslag og tanker om jobbet

Laerer pa et handelsgymnasium

Kristian Peter Poulsen

Nar sommerferien star far dgren, kan jeg
se tilbage pa et ualmindeligt leererigt ar
som gymnasieleerer. Et ar, hvor jeg foler
jeg har gjort en markant forskel og taget
mig tid til at stoppe op, zoome ud og
overveje, hvor det er jeg vil hen med min
uddannelse.

Min situation i juni 2013

Det hele startede tilbage i juni 2013, hvor jeg midt i den héblg-
se eksamenslaesning bliver kontaktet af handelsgymnasiet i min
gamle hjemby Frederikshavn. De forklarer mig, at de har vaeret
udsat for en lidt pludselig opsigelse og derfor har brug for en ma-
tematiklaerer til skolearet 13/14. Jeg siger, at jeg vil overveje det
og ringe tilbage dagen efter. De naeste fem timer kommer jeg frem
til en masse gode grunde til at jeg bgr sige ja til jobtilbuddet:

1. Jeg er egentlig lidt treet af at tyre igennem det ene kursus
efter den andet uden at stoppe op og overveje, hvad det
egentlig er jeg leerer og hvorfor jeg leerer det.

2. Min morfar er syg og ham vil jeg meget gerne na at veere i
nzerheden af, thi min bror og jeg har et meget teet band til
vores morfar.

3. Jeg foler (pa trods af, at jeg virkelig holder af mine medstu-
derende), at jeg treenger til noget frisk luft. Et pusterum fra
de, synes jeg selv, mange ting jeg er en del af: Revyen, FA-
M@S, S01, madsgster samt diverse andre arrangementer jeg
synes jeg bgr deltage i.

4. Jeg traenger til nogle penge.

23. argang, nr. 4

13



Laerer pa et handelsgymnasium

5. Jeg treenger til noget decideret frisk luft, hvor der ikke er
bilos og over 10 km til den nsermeste skov.

Der er dog ogsd noget, som gar mig pa. Jeg skal nemlig veere
rusvejleder for tredje gang, og jeg kan selvfglgelig godt se, at det
bliver sveert, hvis jeg render rundt oppe i Nordjylland, nar de nye
studerende starter her i Kgbenhavn. Jeg far derfor talt med mine
medvejledere samt studieintroduktionskoordinatoren og forklarer
situationen. Jeg ender med at lave en aftale med handelsgymna-
siet om, at jeg ikke kan undervise i uge 35, fordi jeg vil veere til
stede 1 Kgbenhavn, nar de nye studerende starter. Udover det af-
taler vi, at jeg en gang i mellem ma tage fri for at komme til de
forskellige arrangementer i forbindelse med rusintroduktionen.

Udover det faktum at jeg var rusvejleder, sa var der en anden
ting, som gik mig meget pa: Jeg taenkte pa mine virkelig gode
venner og veninder, som jeg ikke havde lyst til at forlade.

P& trods af de lidt negative ting endte jeg med at sige ja til
jobbet, og det har jeg veeret rigtig glad for.

Handelsgymnasiet vs. det almene gymnasium

Pa handelsgymnasiet er matematik C obligatorisk for alle. Den
eneste forskel fra det almene gymnasium til handelsgymnasiet er,
at der pa C-niveau ikke er noget trigonometri. Til gengeeld er
der mere statistik, end der er i gymnasiet og derudover ogsa et
forlgb om rentes- og annuitetsregning.* Nar man kommer op pa
B-niveau er der mere fokus pa teorien og veegt pa at bevise satnin-
ger. P4 handelsgymnasiet skal man pa B-niveauet ogsa beskaeftige
sig med linezer programmering, og der gis endnu mere i dybden

4 Annuitetsregning, synes jeg er nice. Her kommer kvotientrsekker ind i
billedet.
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med statistik.® Til gengeeld har man ikke integralregning fgr man
far matematik pa A-niveau i handelsgymnasiet. P4 A-niveauet
beskaeftiger man sig ogsa med vektorregning, differentialligninger
samt en smule kvadratisk optimering.

Alt i alt minder de to gymnasiers matematikpensum uhygge-
ligt meget om hinanden. Trigonometrien rgrer man bare ikke rig-
tig ved pa handelsgymnasiet. Det, mener jeg, er ganske rimeligt,
eftersom ingen af eleverne formentlig regner med at blive ingenigr.

Jeg ma indrgmme, at jeg er sveert glad for det gennemgéende
princip om brugbarhed, som er i handelsgymnasiet. Vi leerer ikke
eleverne noget uden at forteelle, hvad det bruges til. Det kan godt
veere, at de ikke skal ud og lave lineser regression i en bank, men
til gengaeld ligger der noget meget dybere bag ved. Jeg mener det
er sundt, at eleverne ved hvorfor de laerer det, de nu engang leerer.

I gvrigt ser jeg handelsgymnasiet som et springbraet til matematik-
gkonomi- eller aktuarstudiet.

Sammenlagt mener jeg, at handelsgymnasiet pd mange punkter
er mere forberedende til et universitetsstudium i matematik end
gymnasiet er. De dele af det almene gymnasiestof, som man ikke
har, er erstattet af noget bedre (efter min mening). Desuden kom-
mer fagene pa mange naturlige mader til at spille godt sammen,
hvilket skaber en god synergi, sa eleverne hurtigere forstar stoffet.

Handelsgymnasiet Frederikshavn

Handelsgymnasiet Frederikshavn er et forholdsvis lille handels-
gymnasium med ca. 400 elever og lidt over 30 leerere. Handels-
gymnasiet hgrer ind under virksomheden Frederikshavn Handels-

5Man arbejder bl.a. med konfidensintervaller for sandsynlighedsparame-
teren og X2-test.

23. argang, nr. 4



Laerer pa et handelsgymnasium

skole, som ogs& huser HG og en kursusafdeling. Der er en rigtig
fin kantine, hvor man kan forsyne sig med et bredt udvalg af ret-
ter og sund mad. Jeg er rigtig glad for mine kolleger. Jeg fik en
varm velkomst ved skoleédrets start, hvor jeg blev taget rigtig godt
imod. Udover at alle mine kolleger er yderst hjselpsomme, sa er en
af de to andre matematiklaerere knyttet til mig som mentor. Nar
der er noget, jeg er i tvivl om, s spgrger jeg i fgrste omgang min
mentor. Jeg spgrger hende til rads, hvis jeg mangler et eksempel
fra virkeligheden til at forklare et matematisk feenomen. Det er
ogsa hende, jeg spgrger, angdende diverse formelle ting omkring
eksamen eller lgnforhold, som jeg ikke er 100% inde i.

Hvad mener jeg der skal til?

Jeg er glad for, at jeg havde tre ars studietid i bagagen. Selvom
det er "nemt"stof, vi arbejder med, sa er det klart en fordel, at jeg
hurtigt kan gennemtzenke dygtige elevers dybdegaende spgrgsmal
til stoffet. Jeg er usaedvanlig glad for at formidle, og jeg teenker
tit over, hvordan jeg formulerer mig i undervisningen og uden for
undervisningen.® Sidst men ikke mindst, mener jeg, at der skal
en stor portion selvtillid til. Man star foran 30 unge mennesker i
alderen 16-24 ar, hvor de fleste af dem er vaeldig meget fremme i
skoene. Jeg har derfor fglt, at det har vaeret rart (og sjovt pa den
gode made), nar jeg kunne svare eleverne igen, nar de kommer
med spydige og sjove kommentarer.”

5Da Frederikshavn med sine 25.000 indbyggere er forholdsvis lille sam-
menlignet med Kgbenavn, s& mgder jeg ind i mellem mine elever. Det kan
selviglgelig veere en fordel, for sa kan jeg ga hen til den travlt optagede ung-
arbejder i Netto og spgrge, "Undskyld, hvad koster den her uden moms?".

"De skulle bare vide, hvad jeg kunne finde pa at sige, hvis jeg ikke havde
leererkasketten pa!
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Kort sagt mener jeg, at man bgr veere skarp, god til at formid-
le/forklare og have en god portion selvtillid.

Fordele og ulemper

Af de mindre gode ting ved jobbet vil jeg nevne:

1.

Rette afleveringer. Nar man har rettet de fgrste 10 afleve-
ringer, sd begynder det at ligne hinanden. Det er dog altid
en forngjelse at rette en rigtig god aflevering.

. Sidde med matematikbgger, som man synes er noget bras

og ikke ngdvendigvis have tid til at lave alt materiale selv.

. Veare vaek fra Kgbenhavn og sine venner. Selvom man selv-

folgelig kan besgge dem og omvendt.

Af de gode ting vil jeg nevne:

1.

Jeg har fundet ud af, at leererjobbet (eller lignende) passer
rigtig godt til mig!

. Jeg gor en forskel for nogle unge mennesker. Det er en fanta-

stisk fglelse, nar C-niveauelever kommer over til en og spgr-
ger efter nogle flere beviser, fordi de synes det med beviser
var ret fedt. Jeg har endda oplevet en elev, som surgte, hvad
man kunne blive, hvis man lseste matematik.

. Jeg har en alsidig arbejdsdag, hvor jeg har forskellige slags

arbejdsopgaver.

. Jeg har veeret pa to studieture. En til Bruxelles og en til

Kgbenhavn.

. Jeg laver rent faktisk matematik i min hverdag.
. Jeg har veeret pa et par kurser og mgdt seldre matematik-

leerere og talt med dem.

. Jeg er blevet bedre til at TEX’e. Jeg TEX er alle afleveringer,

besvarelser og noter.
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Laerer pa et handelsgymnasium

8. Jeg er blevet bedre til at skrive pa tavle/whiteboard. Det
geelder bade skriften og ikke mindst overblik over, hvad der
star hvor.

9. Jeg har veeret pa en studie-/hyggetur med alle laererene til
Berlin, hvor "alt"var betalt.

10. Eleverne synes jeg er den vildeste leerer, de nogensinde har
mgdt. Jeg er overbevist om, at de aldrig glemmer deres ma-
tematikleerer fra skolearet 13/14.

11. Der er et dejligt kollegialt sammenhold mellem lzererne, som
jeg kommer til at savne.

Konklusion

Jeg vil klart anbefale et job som laerer p4 Handelsgymnasiet Fre-
derikshavn. Isser hvis man har gaet med tanken om at blive gym-
nasieleerer, men ogsa hvis man vil have et job, hvor man stadig
arbejder med matematik.

Efter sommerferien er jeg der ikke leengere, og der er derfor en
stilling som matematiklaerer ledig. Ledelsen vil godt have en kan-
didat eller en studerende, som blot har mod pa at prgve kreefter
med et spendende og laererigt job. De vil veere behjelpelig med
at finde bolig, hvis det skulle veere et problem.

Kontakt mig, hvis du har spgrgsmal.
mail: kpou@fhavnhs.dk
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Sidste bloks pramie- og ekstraopgave

Sidste bloks praemie- og
ekstraopgave

Nilin Abrahamsen

Tusind tak til Thor Baatrup Kampmann, Sune Precht Reeh og
Jesper Baldtzer Liisberg for deres flotte besvarelser af sidste bloks
praemieopgave! Til Jesper vanker et gavekort til GAMES. Mange
tak ogsa til Sune for hans lgsning af ekstraopgaven. Inden vi gar i
gang med at maeske os i Sunes lgsninger kan vi lige minde os selv
om ordlyden af de to opgaver:

Sidste bloks pr&mieopgave (23. argang nr. 3)
De reelle tal x,y, z opfylder:

r+y+z=3
?+y?+22=5
Py + =7

Hvad er z* + y* + 247

Se naeste side for ekstraopgaven, der for gvrigt opstod som en
misforstéelse af en opgave i kurset differentialligninger.

23. argang, nr. 4
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Sidste bloks praemie- og ekstraopgave

Sidste bloks ekstraopgave (23. argang nr. 3)

Vi siger, at f : R — R er en lgsning til den autonome
differentialligning

7 =v(x) (1)
hvis f'(t) = v(f(t)) for alle t € R.

Saetning 1 Hvis v € Ct (dvs. kontinuert differentiabel) pi f(R),

sa er to forskellige losninger f og g til (1) faktisk forskellige i
hvert eneste punkt t.

Sdledes lgser f(t) = t3 ikke (1) hvis v € C1(R), for sd skulle
funktionen g(t) = 0 ogsa lose (1), og de to ville vere
sammenfaldende i t = 0 ¢ modstrid med setningen.
Spargsmadl: Hvilke begreensede funktioner pa R er lgsning til en
ligning som (1), hvor v er C' pd hele R?

Du kan ngjes med at betragte f € C°(R).
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Lgsning af pramie- og
ekstraopgave fra Famgs argang
23, nr. 3

Sune Precht Reeh

Lgsning af pramieopgaven

Et polynomium i n variable p(x1,...,z,) er symmetrisk hvis en-
hver ombytning af de variable i p giver det samme polynomium
p som vi startede med. F.eks. er 2 + y? + 2% symmetrisk i tre
variable, mens x? 4+ y + z ikke er symmetrisk.

En speciel familie af symmetriske polynomier er de sdkaldte
elementarsymmetriske polynomier i n variable. For n faste vari-
able er der n elementarsymmetriske polynomier ey, ..., e, som er
defineret ved

er(T1y. .., xy) == E Tiy - Tig - - Ty -
1<) <ta << <n

For at danne ey tager vi sdledes hvert produkt af k af de variab-
le og leegger alle produkterne sammen. Polynomiet e, er oplagt
symmetrisk i de n variable.

Eksempel 1 Med tre variable x, y, z har vi de folgende tre elemen-
tarsymmetriske polynomier: e;(z,y,2) = x +y + 2, ea(z,y,2) =
xy +xz +yz og e3(x,y,2) = xyz.

23. argang, nr. 4
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Lgsning af preemie- og ekstraopgave fra Famgs argang 23, nr. 3

De elementarsymmetriske polynomier er gode at kende, idet en
velkendt® ssetning om symmetriske polynomier siger:

Saetning 2 FEthvert symmetrisk polynomium i n-variable kan pa
entydig made udtrykkes som et polynomium med hensyn til de
elementarsymmetriske e, ..., e,.

Hvis p er symmetrisk i n variable, findes altsa et andet (ikke
nodvendigvis symmestrisk) polynomium q i n variable sidan at

p=q(er, e, ... en).

Nar man skal lgse en opgave med symmetiske polynomier er
det derfor typisk nok at opskrive alle udtryk ved hjeelp af de
elementarsymmetriske polynomier.

Eksempel 3 (generel Igsning af preemieopgaven) I formuleringen af
praemieopgaven indgar fire polynomier, lad os kalde dem py, . . ., p4,
hvor pi(x,y, z) = 2* +y* 4 2*. De fire polynomier er alle symme-
triske.

Vi har med det samme at p; = e;. Hvis vi dernaest udregner
(e1)?, far vi

(61)2 = (90+y+z)2 = pa + 2e2

og altsi py = (e1)” — 2ex eller ez = 3(p1)* — 3p2.

8Wikipedia har pa nuvaerende tidspunkt, d. 28/3 2014, intet mindre end
tre forskellige beviser for ssetningen. Se http://en.wikipedia.org/wiki/
Elementary_symmetric_polynomial
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Sune Precht Reeh

23

Hvis man husker sin Pascals pyramide’, s& er

(1)’ = (x+y+2)°
= (3 + P+ 23) + 32y + 222 + vPr + P2 + 2P+ 2y)
+ 6zyz
=p3+ 3ei1eg — 3es.
Dermed er p3 = (61)3 — 3ejeq + 3eg, eller alternativt

e3 = 2p3 — 3(e1)® + erea = 2ps + 2(p1)® — Spipe.

Til sidst ser vi pa (e1)* hvor vi (med nogle mellemregninger i
handen) far

(61)4 =p4+ 462(61)2 — 4eszeq — 2(@2)2.
Nu isolerer vi py og indsaetter vores tidligere udregninger:

pa = (e1)* —4dea(e1)® + dezer + 2(ea)?
= (P1)4 - 4(%(1’1)2 - %p2)(P1)2
+4(3ps + £(p1)° — Lpip2)p1
+ 2(%(191)2 - %p2)2
= &(p1)* = (11)°p2 + 3pips + 3(p2)°.

I opgaven ved vi nu at der for z,y, z geelder at p; = 3, p2 = 5 og
p3 = 7. Vi indsaettelse ovenfor far vi dermed

pr=¢-3"-35+%.3.74+1.52=9.

9Ligesom Pascals trekant, bare for udregning af (x + y + 2)* i stedet for
(z+y)"
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Lgsning af ekstraopgaven

Antag fgrst at f: R — R er en lgsning til differentialligningen
' =w(z), dvs. f/(t) = v(f(t)) for alle t € R, for passende valg af
C'-funktion v: R — R. Hvis dette skal give mening, ma f i det
mindste antages at veere differentiabel.'® Antag desuden at f er
begraenset.

Udtrykket v(f(t)) er en sammensatning af to differentiable
funktioner, og er derfor differentiabelt med hensyn til ¢ i ethvert
punkt. Funktionen f er altsa 2 gange differentiabel, med

fr(t)y =v'(f@®) - f'(1)

for alle t € R. Da f’ er differentiabel, er f’ ogsa kontinuert, sa hgj-
residen ovenfor er et produkt af kontinuerte udtryk; f er siledes
en C?-funktion.

Hvis der pa noget tidspunkt geelder f/(tg) = 0, sa er v(f(to)) =
0, og dermed vil den konstante funktion t — f(tg) veere lgsning
for samme v som f, og de to funktioner har punktet (¢g, f(¢o) til
feelles. Per entydighedssaetningen i opgaven vil forskellige 1gsnin-
ger (for et givet valg af v) veere forskellige i ethvert punkt. Den
eneste mulighed er dermed at f er lig den konstante funktion
f(t) = f(to) overalt.

De konstante funktioner ¢ — a vil omvendt altid lgse differen-
tialligningen hvor v: R — R er nulfunktionen v(x) = 0.

Vi antager derfor herefter at f ikke er konstant, og dermed
at f'(t) # 0 overalt. Idet f’ er kontinuert, ma der siledes geelde
at f'(t) > 0 for alle t € R eller f/(t) < 0 for alle t € R. Lad
os betragte tilfeeldet f'(¢t) > 0 idet det andet tilfeelde behandles
analogt.

0Opgaven tillader godt nok at vi antager at f er C°, men hvor er det
sjove i det?
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Funktionen f er begraenset, sa bade a := inf f(R) og b :=
sup f(R) definerer reelle tal. Fordi f er strengt voksende, ved vi
desuden at

a= lim f(t), og b= lim f(2).

Da v er antaget at veere C' pa hele R, har vi yderligere graense-
veerdier:

711 = o(f(t) = {“E“) for ¢ — {_"O

f)
()

Da f er begreenset, ma det desuden geelde at f/(t) rent faktisk
gar mod 0 for ¢ — to0, dvs. at v(a) = v(b) = 0.

Vi pastar nu at vi har fundet de egenskaber der kendetegner en
lgsning f. Lad os derfor antage at vi er givet en vilkarligt funktion
f: R — R der opfylder fglgende krav:

Funktionen f: R — R er begraenset C?-funktion, og f'(t) > 0
for allet € R. Der gelder limy_, 1o f'(t) = 0 og begge grenseveer-

dier
() ()

tll{noo 120 og lim

t—o0 f’(t)
eksisterer og er endelige.

Vi viser nu at under disse antagelser om f, vil f veere en lgsning
til differentialligningen for passende valg af C''-funktion v: R —
R.

For det forste, idet f er begranset og strengt voksende, kan
vi definere a = limy_,_o f(t) og b = limy_,o f(t) som tidligere.

=V (f(t)) = {ZEZ)) for t — {

23. argang, nr. 4
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Funktionen f afbilder sa R bijektivt over pa intervallet (a,b). Lad
g: (a,b) — R veere invers til f.

Fordi f er C' og f'(t) > 0 for alle t € R, vil g ogsa veere C*, og
g (x) =1/f'(g(x)) > 0 for alle a < & < b. Vi definer dernzest en
funktion 7: (a,b) — R givet ved

Funktionen 7 er tydeligvis kontinuert pa (a,b), og idet f er C?
far vi endda
i'(z) = f"(g(x)) - g'(2).

Det ses at 7/ er kontinuert, s& 7 er i det mindste C'* pa intervallet
(a,b). Nu skal vi “bare” udvide 7 til resten af R.

Nu kommer antagelserne om greenseveaerdier i spil, for nar x gar
mod a eller b, vil g(z) gar mod henholdsvis —oco og co. Der gaelder
derfor at

n(z) = f'(g(x)) — 0 for z — a, b

/ = f(a(2)) - d(x :M ¢ or '
W(@) = f"(g(x)) - g () f’(g(fﬂ))ﬁ{d f %{b

hvor c og d er reelle tal. Vi kan saledes udvide 7 til en C''-funktion
v pa hele R:

c-(x—a) forz<a,
v(z) == n() for a <z < b,
d-(z—0b) foraz>b.

Af de udregninger vi allerede har lavet, ses at f/'(t) = n(f(t)) =
v(f(t)) for alle ¢t € R.
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