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Leder

Skriv Igs til Famgs

Redaktionen

Famg@s lever af og for de studerende og ansatte ved instituttet.
Her pa redaktionen veerdsaetter vi derfor de bidrag, vi far, da re-
daktionen langt fra kan lave lige s mange og lige sa gode artikler
pa egen hand, som hele puljen af FAM@s-skribenter kan tilsam-
men.

FaMm@s er og skal veere mange ting. Der skal vaere plads til
forskellige typer af artikler, hvilket neserveerende udgave ogsa er et
eksempel pa. Der skal veere plads til det faglige, det sociale, det
debatterende og det fjollefaglige. Og endda ogsé til en leder i ny
og nee.

Inden man skriver et bidrag, spgrger man maske sig selv, om
man virkelig kan skrive noget, der er interessant at lsese. Det kan
man. De bidrag, vi modtager, er af hgj kvalitet, og redaktionen
vil ggre sit yderste for i god tid at give eventuel feedback, sa
artiklen, nar den bliver bragt, vil veere sa lsekker som muligt -
béde indholds- og formmaessigt.

Man skal huske pa, at FAM®@S’ stgrste malgruppe er de stude-
rende. Derfor skal artikler kunne laeses og forstas uden ualmindelig
stor forhandsviden. Det vigtigste ved en faglig FAM@s-artikel er
ikke at bringe et fuldsteendigt bevis. En reference til et sted i lit-
teraturen, hvor resten af beviset kan ses, er ogsa en mulig lgsning.
Det giver forhdbentlig mulighed for at undga, at man fortaber sig
i sméa detaljer, der fjerner fokus fra det store billede.

Vi forstar, og det ggr alle andre ogsa, at de studerende, der
skriver artikler, herunder vi selv, ikke er eksperter med arelang
erfaring i det, vi skriver om. Hvis man imidlertid har fundet noget,
man synes er spaendende, sa taler al sandsynlighed for, at mange
andre vil finde det interessant.
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Redaktionen

Som en praktisk bemeerkning kan det naevnes, at FAM@S skifter
bade web- og e-mailadresse som fglge af IT-saneringen pa institut-
tet. Find os fremover pa famosweb.org og redaktion@famosweb.org.

Endelig skal der lyde en opfordring til at slutte sig til redak-
tionen, hvis man har lyst til det. Vi rekrutterer altid nye redak-
tionsmedlemmer, og vi kan godt lide nye mennesker.
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Gastronomisk inspiration

Sadan smager dit naermiljgs
naermiljg

— Vi afprgver diverse caféer og madsteder i nerheden
af nzrheden af HCQ@, sa du tgr tage chancen og prgve
noget nyt

Rie Jensen og Katrine Gravesen

Julen er dyr en tid! Der skal bade kgbes julegaver, snaps og snaps.
Vi har derfor valgt denne gang at veelge lidt, men godt. Sa I far
kun en enkelt anmeldelse, men hvilken en af slagsen. Vi har fundet
et sted for den sgde tand, som maske kan hjslpe lidt pa det
ellers triste vintervejr. Fat en gaffel og beveeg dig ud i ostekagens
paradis.

Bertels kager, 1 8.8.8.0. $%¢

P4 larmende Falkoner Allé ligger en lille perle af en kagebutik
(Falkoner Allé 54). Bertels kager er ikke et ukendt sted for ka-
geelskende kgbenhavnere, men derfor skal I ikke snydes for en
anmeldelse her. S& snart du treeder ind af dgren er det som om,
at nogen slukker for trafiklarmen og lader de gravide damer nyde
en lille dosis fred og ro (er babyen ude, sa er amning tilladt). Og
kagen selvfglgelig - en skgggn cheesecake! Som navnet pa stedet
antyder, sa er her flere af slagsen. Faktisk kunne vi vaelge mellem
ti slags: Peere/ingefaer, kirsebaer, irish coffee, chokolade/kirsebzer,
solbar, key lime, mix berry, lakrids, oreo og brownie/mix berry.
Det tog os lidt tid at veelge, men heldigvis var der en sgd norsk pi-
ge bag disken, som gerne fortalte og forklarede om kagerne. Vi fik
ogsa historien om de to damer pa Ngrrebro og laver cheesecakes
hele dagen (nogen der kender dem?). Vi valgte de sidste to pa li-
sten og fik dem serveret pa romantisk bloomville porcelen. Synet
af en cheesecake til 48 kr. skuffede fgrst. Kagestykkerne er ikke
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Rie Jensen og Katrine Gravesen

store og slet ikke, nar man netop har lagt en lille halvtredser pa
disken. Efter en overvejelse og skepsis om skaevt forhold mellem
storrelse og pris, besluttede vi os for at smage, hvorefter mismo-
det forsvandt fra vores sind med det samme. De smager virkelig
godt! Og endnu bedre blev det, da ogsa gjnenes lyst til mere blev
gjort til skamme. Begge kager er en tung oplevelse, men det er
turen til neermilgets ngrmiljg veerd. Man kunne overveje at veelge
nolge lidt lettere udgaver af cheesecaken eller undlade frokosten
eller dele med en ven eller skylle ned med en kaffe (til almindelige
cafépriser - ca. 35 kr.). Af andre goder kan vi nsevne gratis inter-
net og braetspil og sjove tapeter i bade café og pa toilet. Stedet er
ikke stort og velbesggt, men vi havde ikke problem med at dele
langbord med to andre geaester (og det havde de forhabentlig hel-
ler ikke). Sa gleed dig selv eller en ven med en tur eller et gavekort
til Frederiksberg, hvor cheesecakens hyggelige himmerige findes.
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Side 9 Satningen

Cantors satning v.2

Dan Saattrup Nielsen

De fleste af os kender Cantors ssetning, som siger, at der ikke
er nogen surjektiv afbildning fra en given maengde A til P(A),
hvor P(A) er potensmaengden af A. Ekvivalent kan det siges at
|P(A)| > |A|, hvor | X| er kardinaliteten af X, som medfgrer |R| >
IN|. En generalisering af denne ssetning vil her vises, som bevist
af Julius Konig i den anden halvdel af det 19. &rhundrede. Forst
starter vi med en definition.

Definition 1 Givet et uendeligt kardinaltal A, defineres kofinalite-
ten cf (), til at veere det mindste kardinaltal k saledes, at der ek-
sisterer en afbildning f : k — A, som opfylder, at sup(f(k)) = A.

Man kan se kofinaliteten som en form for stgrrelsesbetragtning.
Som et eksempel vil X, foreningen af de w forste uendelige kardi-
naltal Ng, Ny, .. ., virke uoverskueligt stort, og det vil veere sveert at
have en intuition omkring stgrrelsesforskellen mellem X, og N,,41
f.eks. Men da vi kan konstruere en funktion f : g — N, givet ved
f(n) := R, vil det netop veere tilfaeldet at sup(f(Ro)) = Ny, sa
cf(Ry,) < Np; pa den anden side kan naevnes at ¢f (Ry,41) = Nyq1.
Pludselig virker N1 derfor meget storre end R, som ogsa af-
spejler sig ift. forskellige egenskaber ved de to, som vi dog ikke
vil komme ind pa her. Det bemaerkes ogsa at c¢f(A) < A, da vi
altid som minimum kan tage identitetsafbildningen f : A — A
med sup(f(A)) = A. Vi kan herefter formulere ssetningen som

Satning 2 (Konigs satning) Huvis A er et uendeligt kardinaltal,
galder XT) > ).
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10

Cantors satning v.2

Bevis. Lad k := cf()\) og konstruér f : k — A, sa billedet af f er
ubegraenset i A. Betragt nu en arbitraer afbildning G : A — #A.!
Det er nok at vise, at G ikke er surjektiv. For alle a < k, lad

Ao ={Gy(a) [n < fla)}.

Da gaelder det for alle o < k at Ay, C X og |4a| < fla) < A
Specielt geelder det for a < k at A\A, # 0. Definér nu h(a), til
at veere det mindste element af \\ 4, for alle @ < k. Da gaelder
det, for alle a < k og n < f(«), at

h(a) # Gy().

Derudover ses det klart ud fra vores konstruktion af f, at der
for enhvert n < A findes et a < k séaledes at n < f(«). Derfor
geelder det, at h # G, for alle n < A. Altsa er G ikke surjektiv,
og ["A| > |A\|. Men da k var defineret til at veere cf(\), samt
at [N = |A[FO] ved hjeelp af kardinaltalsregning, fis at
IMIFA > |\ Men da X og cf(\) begge er kardinaltal, gaelder
A = X og lef(N)| = cf(N), sa vi har at AT > A\ O

Korollar 3 Huis k er et uendeligt kardinaltal, gelder cf(2") > k.

Bevis. Benyt Konig’s seetning med A := 27, til at fa uligheden
(27)e/ ) > 2,
Men, hvis p < &, geelder det at
(27) = 27 = 2%,

hvor regneregler for kardinaltal blev benyttet undervejs. Dette
medferer, at cf(2%) £ &, som dermed giver ¢f(2%) > k, fordi
ordinaltallene er totalt ordnede. O

1= X\ er meengden af funktioner fra  til A.
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Dan Saattrup Nielsen 11

Hermed kan Cantors satning bevises, som et korollar.

Korollar 4 (Cantors sxtning) |P(A)| > |A| for alle mengder A.

Beuvis. Det er klart for endelige A, sa antag A er uendelig. Lad
k := |A|. Da det vides, at |P(A)| = 2" og, at det per definition
geelder, at 2% > ¢f(2"%), fas, ved brug af Korollar 3, at

|P(A)| =2">cf(27) > k= |A]

Litteratur

[1] Schimmerling, Ernest. A Course on Set Theory. Cambridge
University Press, 2011.
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Anvendt logik

Ultrafiltre og umulighed

Martin Speirs

Arrows umulighedssetning fortolkes som
et udsagn om at en bestemt klasse af
funktioner er tom, og et bevis ved hjelp
af ultrafiltre gives.

Fzlles prioritering

I et demokrati er vi (ideelt set) alle med til at bestemme. Men
det er ikke altid vi kan blive enige. S& ma man prgve at finde
en fair made at treeffe beslutninger. Hvis man for eksempel skal
fordele penge ud i samfundet kan det vaere sveert at blive enige.
Nogle vil prioritere SU hgjere end offentlig transport, og priorite-
re disse hgjere end eldrepleje. Andre vil mene at den omvendte
prioritering er den bedste.

Den amerikanske gkonom Kenneth Arrow viste i 1950 at der
ikke findes nogen fair made hvorpa en masse prioriteringer kan
samles sammen til én faelles prioritering?. Denne artikel giver et
bevis af en version af Arrows umulighedssasetning.

En vigtig antagelse er at der skal prioriteres mellem mindst
tre alternativer. Det vil sige, der er ikke tale om en afstemning
mellem to kandidater f.eks. Obama vs. Romney.

En falles prioritering siges at veere fair hvis den opflyder fgl-
gende krav.

Ingen diktator: Der er ikke én person som altid bestemmer.
Pareto efficiens: Hvis alle vaelgerene er enige om priorite-
ringen af to af alternativerne s& skal den endelige beslutning

2Se [Arrow] for Arrows egne udgave af emnet. Se [Geanakoplos| for tre
korte beviser af seetningen.
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Martin Speirs
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respektere dette.

Uafhaengighed af irrelevante alternativer: Den endelige
prioritering blandt to af alternativerne ma kun afhzenge af
veelgerenes prioriteringer af disse to alternativer. F.eks. ma
valget mellem a > b eller b > a ikke athaenge af ¢’s placering
i ordningen.

Upartisk: Alle alternativerne a,b,c,... behandles pa lige
fod. Dvs. den felles prioritering sendres ikke hvis vi permu-

terer alternativerne?.

Det virker som fire rimelige krav at stille ndr man gerne vil “ag-
gregere folks praeferencer” som en gkonom nok ville sige. Men ak!
Arrows saetning siger at der ikke findes nogen fair feelles priorite-
ring.

Condorcets eksempel

“Condorcets paradoks” er et godt eksempel pa besveaerligheden
ved at taelle stemmer pa en fair made. Antag at samfundet har tre
borgere {1,2,3} og de skal veelge mellem tre alternativer {a, b, c}.
Lad Py, P>, P; veere prioriteringerne som hhv. borger 1,2 og 3
veelger. For eksempel kunne vi have

P a>b>c
by b>c>a
Ps: c>a>b

Hvordan skal stemmerne teelles op? Man kunne argumentere for
at a burde vaere prioriteret hgjere end b siden to ud af tre veelgere

3Her fglger vi Terence Tao i hans korte artikel [Tao] om Arrows szetning.
Denne antagelse er ikke strengt ngdvendig, men ggr beviset noget enklere
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Ultrafiltre og umulighed

mener a > b. Men ligeledes finder man at b > ¢ og at ¢ > a. Men
sé far vi jo a > b > ¢ > a altsé er ordningen slet ikke en ordning!

Setuppet og satningen

Lad os nu vende tilbage til formuleringen af Arrows resultat. Givet
en endelig meengde af alternativer A, med mindst tre elementer,
er en prioritering af A en total ordning af A. Maengden af mulige
prioriteringer er altsd maengden af totale ordninger af A. Denne
mangde betegnes T'(A). En prioritering P € T'(A) ser siledes ud:

P: ai > ag > > ag.

Lad N vere et naturligt tal som betegner antallet af veelgere. En
funktion
f:T(AN — T(A)

tager en “afstemning” (Pi,...,P,) € T(A)YN og giver en faxlles
beslutning, P = f(P,..., Py) € T(A). Funktionen f kaldes fair
hvis den tilfredstiller folgende krav:

Ingen diktator: Der findes ingen koordinat 1 < ¢ < N
saledes at f(P,...,Py) = P;foralle (P,...,Py) € T(A)N.
Pareto efficiens: Hvis der for (P,...,Py) € T(A)N og
a,b € A geelder at @ > b i for alle ordningerne Py, ..., Py,
sa geelder der ogsa at a > b i ordningen P = f(Pi,..., Py).
Uafhaengighed af irrelevante alternativer: Givet a,b € A
og (P,...,Pn),(Q1,...,Qn) € T(A)YN siledes at, for alle
1 =1,...,N, er P; og @); enige om ordningen af a og b,
sd er P= f(P1,...,Py) og Q = f(Q1,...,QN) ogsa enige
omkring ordningen af a og b.

Upartisk: f er invariant under alle permutationer af maeng-
den A.
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Bemsark at hvis f er Pareto efficient sa er f automatisk surjektiv.
Dette giver god mening: hvis alle er enige om en prioritering P s&
ma det helst vaere tilfeeldet at f(P,...,P) = P.

Vi kan nu formulere Arrows seetning.

Satning 1 (Arrow 1950) Der findes ingen fair funktion
f:T(AN — T(A).

Beviset er ikke sveert og kan findes mange steder, f.eks. i
[Geanakoplos]. Men, det kan veere lidt forvirrende. Hovedidéen
med denne artikel er at se hvordan ultrafilter-maskineriet kan
bruges til at bevise Arrows umulighedsssetning.

Ultrafiltre

Et “ultrafilter” lyder dyrt! De bedste koster skam ogsé en svag
udgave af udvalgsaksiomet.

Lad I veere en meengde og P(I) veere potensmeengden af I. Et
filter pa I er en delmaengde D C P(I) siledes at

e 0¢DogleD.

e Hvis X, Y e Dsaer XNY €D.

e Hvis X €eDog X CY ClsiaerY €D.

Et filter pa I kan med fordel teenkes pa som en specifikation af de
“store” delmaengder af I. Under den fortolkning synes aksiomerne
at veere rimelige.

Bemerk at ethvert filter har fglgende vigtige egenskab: Hvis
X1,...,X, € D geelder der at X1 N---N X, # (. Dette fglger
umiddelbart af de to fgrste aksiomer.

Et ultrafilter pa I er et filter som tilmed har folgende egenskab

o For enhver delmeengde X C I geelder enten at X € D eller

I\ X eD.
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Ultrafiltre og umulighed

Et ultrafilter er altsa et filter der, for hver delmsengde X C I,
tager stilling til om X eller 7\ X er “stor”.

Eksempel 2 Enhver delmeengde X C I frembringer et filter
(X)={Y CI:XCY}.
Et filter af denne form kaldes for et principalfilter.

Principalfiltre er ret kedelige. De siger ikke andet end at maeng-
den X er “stor”. Det giver ikke szerligt meget information*. Hvis
maengden I er uendelig findes der altid et filter pa I som ikke er
et principalfilter.

Eksempel 3 Lad D := {X C I : 1\ X er endelig}. D kaldes for
det kofinite filter pa I og er ikke et principalfilter. Det er dog
heller ikke et ultrafilter.

Satning 4 Lad I vere en uendelig mengde. Da findes en udvi-
delse af det kofinite filter som gor det til et ultrafilter.

Et par ord om beviset: Det viser sig at et ultrafilter er et filter
som er maksimalt i den forstand at det ikke er indeholdt i noget
andet filter. Ved brug af udvalgsaksiomet (i form af Zorns lemma)
kan man altid finde en maksimal udvidelse af det kofinite filter.

En vigtig pointe med hensyn til Arrows satning er fglgende
lemma.

4En preecisering af dette meget lpse udsagn for dem der kender til mo-
delteori: I modelteori bruger man ultrafiltre til at konstruere nye modeler,
sakaldte ultraprodukter. For hvert ultrafilter kan man konstruere et ultrapro-
dukt. Begynder man med et ultrafilter som er et principalfilter frembragt af
{i} ender man (op til isomorfi) blot med den i’te model.
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Lemma 5 FEthvert ultrafilter D pd en endelig maengde I er et
principalfilter. Envidere er D frembragt af en et-punktst mengde,
dvs. D = ({i}) foretiel.

Bevis. Hvis vi kan vise at der er ét element ¢ € I saledes at
{i} € D da ma D = ({i}). Dette er fordi hvis X € D sd ma
X N{i} verei D, men @ ¢ D sa X N{i} = {i}. Med andre ord
{i} C X.

Antag at D ikke er et principalfilter. Sa for all i € I geelder der
at {i} ¢ D. Da D er et ultrafilter ma I \ {i} veere i D. Men dette
geelder for alle de endeligt mange elementer i € I. Sa

(NI\{i}=0eD

el
hvilket er en modstrid. Altsd ma D veere et principalfilter.

Slutteligt skal vi vise at D er frembragt af en et-punktsmaengde

{i}. Lad D = (Y), og antag at i,j € Y er forskellige. Se nu pa
mangden {i} C I. Da hverken {i} eller I \ {i} indeholder Y
er de ikke medlemmer af D = (Y). Men det er i modstrid med
antagelsen om at D er et ultrafilter”. O

Vi har nu nok veerktgj til at bevise Arrows ssetning og for den
sags skyld til at ggre en masse andre spszendende ting!

Beviset for Arrows satning

Lad os sige at en funktion f : T(A)Y —— T(A) er pseudo-
fair hvis den opfylder alle krav for en fair funktion, bortset fra

5Bemeerk at anden del af lemmaet ikke afhsenger af at I er endelig.
Dvs. ethvert ultrafilter som er et principalfilter mé veere frembragt af en et-
punktsmaengde, ogsa selvom I er uendelig.
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Ultrafiltre og umulighed

diktatorkravet. Dvs. f er Pareto efficient, har ufhsengighed af irre-
levante alternativer og er invariant under alle permutationer af A,
men det kan ske at der findes en diktator. Strategien for beviset
vil vaere at vise at f ma have en diktator.

Lad nu f veere en vilkarlig pseudofair funktion. Betragt meeng-
den Iy = {1,2,..., N} af veelgere. En delmaengde X/, € P(In)
vil siges at veere en koalition for a over b hvis

o hver gang alle prioriteringerne P; for medlemmerne ¢ € X, 3

enstemmigt veelger a > bsa vil P = f(P,..., Py) ogsa have
a>b.
En koalition for a over b kan altsa tvinge den feelles prioritering
med hensyn til a og b.

Lemma 6 Huvis X er en koalition for a over b sa er X en koalition
for ¢ over d for alle andre elementer c,d € A.

Bevis. Antag gerne at alle P; for i € X veelger ¢ > d. Vi skal vise
at P = f(Py,..., Py) ogsa prioriterer ¢ > d. Da f er upartisk er
f invariant overfor permutationen der bytter hhv. ¢ med ¢, og b
med d, og alt andet forbliver som det er. Da X er en koalition for
a over b ser vi at a > b og dermed at ¢ > d tvinges for P. O

Lemmaet betyder at en koalition X altid kan afggre valget hvis
P; = Pj for all 4,j € X. Vi siger nu at X er en koalition hvis X
er en koalition for a over b (a,b € A).

Lad D C P(Iy) veere samlingen af alle koalitioner. Bemaerk at
D athaenger af funktionen f.

Lemma 7 0 ¢ D og Iy € D. Hvis X € D og X CY C Iy sd er
Y €D.

Beuvis. Folger umiddelbart af at f er Pareto efficient. O
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Lemma 8 Huwis X og Y tilhgrer D sa tilhgrer X NY ogsa D.

Bevis. Velg tre alternativer, a, b og ¢ fra A. Antag gerne at P; for
alle t € X NY enstemmigt veelger a > b og at alle andre P; for
Jj ¢ XNY veelger b > a. Vi skal altsa vise at P = f(Py,..., Py)
ogsa prioriterer a > b.

Da f er pseudofair er den specielt uafhsengig af irrelevante al-
ternativer. Sa c¢’s placering i Pj,..., Py har ingen inflydelse pa
hvorvidt @ > b eller b > a i den samlede P = f(P,...,Py).
Antag derfor gerne at alle medlemmerne af X veelger a > ¢. An-
tag videre at alle medlemmer i Y veelger ¢ > b. Da X € D ma
P = f(Py,..., Py) ngdvendigvis veelge a > c. Ligelede ma P ngd-
vendigvis veelge ¢ > b da Y € D. Men da P er en ordning gaelder
der sa at a > ¢ > b. Specielt har via > b. S& X NY € D. O

Lemma 9 Huis X C Iy da er enten X eller I \ X et element i
D.

Bevis. Antag Iy \ X ¢ D. Dvs. at selv hvis alle medlemmer
j € Iy \ X prioriterer pa samme made sa kan medlemmerne af X
tvinge en anden prioritering. Men det betyder netop at X € D.

O

Af de ovenstdende tre lemmaer fglger nu:
Satning 10 D er et ultrafilter pd I .

Korollar 11 (Arrows umulighedssatning) Huvis f er pseudofair da
er [ ikke fair.

23. argang, nr. 3



20

Ultrafiltre og umulighed

Bevis. Vi ved fra Saetning 10 at D er et ultrafilter pa Iy. Da
meengden I er endelig ved vi fra Lemma 5 at D er et princi-
palfilter frembragt af en person i € Iy. Dvs. at {i} udger en
koalition, og dermed er 7 en diktator. O

Afslutning og afveje

Den samfundsmeessige fortolkningen af Arrows seetning i forhold
til (u)muligheden for en fair aggregering af folks praeferencer giver
naturligvis anledning til en masse andre spgrgsmal. Nogle af disse
sporgsmal studeres indenfor den sidkaldte “social choice theory”.

Til sidst ber det nesevnes at ultrafiltrets raison d’étre er mere
end bare at give et noget hgjniveau bevis for Arrows setning. Ul-
trafiltre kan bruges til at give et mere konceptuelt bevis for kom-
pakthedssaetningen i modelteori. De kan bruges til at formalisere
Leibniz’ udgave af infinitisimalkalkulen séledes at Z—"’” rent faktisk
er en brgk. Ifslge MathOverflow (mathoverflow.net/) spiller de
endda en rolle i geometrisk gruppeteori i forbindelse med ame-
nable grupper!

En stor del af denne artikel er inspireret af Wikipedias artikel
om Arrows szetning. Ideen til det vigtige Lemma 8 kommer fra
Taos lille notat [Tao]. For en god og speendende introduktion til
ultrafiltre og ultraprodukter se [Eklof]. 6

5Mange tak til Frederik Méllerstrom Lauridsen for ideer, ngerlaesning, kor-
rektur og foreslag til forbedringer! Alle de resterende mangler og fejl er selv-
fplgelig mine egne.
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Praemieopgave og ekstraopgave

Opgaver for minimalisten

Nilin Abrahamsen

Blokkens preemieopgave (23. argang nr. 3)
De reelle tal x,y, z opfylder:

r+y+z=3

?+yP+2i=5

Pyt =7

Hvad er x* +y* 4+ 242

Blandt de korrekte besvarelser med dertil folgende bevis udtraek-
kes en vinder. Praemien lyder pa et gavekort pa 100 kr til GAMES.

Blokkens ekstraopgave (23. argang nr. 3)

Vi siger, at f : R — R er en lgsning til den autonome
differentialligning

7 =v(x) (1)
hvis f'(t) = v(f(t)) for alle t € R.

Satning 1 Hvis v € C! (dvs. kontinuert differentiabel) pd f(R),

sa er to forskellige losninger f og g til (1) faktisk forskellige i
hvert eneste punkt t.

Sdledes lgser f(t) = t3 ikke (1) hvis v € C1(R), for sd skulle
funktionen g(t) = 0 ogsa lose (1), og de to ville vere
sammenfaldende i t = 0 ¢ modstrid med setningen.

23. argang, nr. 3
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Opgaver for minimalisten

Man har ofte en differentialligning og spgrger efter en lgsning f.
I dag vil vi stille det "modsatte "sporgsmal:
Opgave: Hvilke begraensede funktioner pa R er lgsning til en
ligning som (1), hvor v er C1 pd hele R?
Du kan ngjes med at betragte f € C®(R). 7

Svar bedes indsendt til redaktion@famosweb.org senest 1.april.

Lgsninger til sidste bloks opgaver (23. argang nr. 2)

Tusind tak til Janus Rgnn Lind for hans besvarelse af praemieop-
gaven! Du har vundet et gavekort til GAMES eller en GBP efter
eget valg. Og mange tak til Thor Baatrup Kampmann for hans
svar pa bade praemie- og ekstraopgaven. Vi bringer et referat af
hans flotte lgsning af sidstnsevnte.

7 Bemzerk, at besvarelse af denne opgave ikke udlgser nogen praemie. Til
gengald far de leesere, der indsender en fyldestggrende besvarelse, deres navne
offentliggjort i naeste FAM@s-blad i den raekkefplge, vi modtager jeres svar!
Enhver af vores keere laeesere, der korrekt besvarer fire pa hinanden fglgende
opgaver, kan veelge at fa trykt sit ansigt pa forsiden af FAM@S.

FaMm@s februar 2014



Portraet

Pa besgg hos
studenterambassaddren

Jingyu She

Som studerende kan du kontakte studenterambassadgren, hvis du
er kommet i klemme i administrative sager om fr snyd eller dis-
pensation. Tina er uddannet jurist fra Kgbenhavns Universitet og
agerer som uafhengig part i disse sager, sa hun er bestemt den
rette at spgrge til rads.

“Jeg var ude og lave en méaling, hvor jeg spurgte de

studerende: “Kender I til, at der er en studenteram-
bassadgr?”. Og der var der 9%, der svarede ja.
Det, jeg altid siger, er: Brug funktionen. Der er ikke
noget, der er for stort, der er ikke noget, der er for
smat. Jeg skal nok give min arlige vurdering. S& brug
den, hvis du synes, du er kommet i en eller anden form
for klemme, eller hvis du ikke rigtig ved, hvad du skal
ggre. Det her er fuldstendig fortroligt. Man kan ogsa
komme for at fa en snak i fortrolighed. S& kan man
bagefter tage stilling til, hvad man selv vil ggre.”

Tina Kaare, Studenterambassadgr

23. argang, nr. 3
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Pa besgg hos studenterambassadgren

Profil
Navn: Tina Kaare
Stilling;: Studenterambassadgr
Telefon: 35 32 28 13
Kontortid: Tirsdag, 12-15
Adresse: Fiolstraede 1
Mail: studambassador@adm.ku.dk
Hjemmeside: http://studenterambassadoer.ku.dk
Facebook: facebook.com/Studenterambassadoer
Indtryk

Jeg sidder pa Tina Kaares kontor pa Fiolbiblioteket over for Palu-
dan Bogcafe. Hun sidder over for mig med et glad og forventnings-
fuldt smil. Tina har veret studenterambassadgr pa Kobenhavns
Universitet i over et ar og fungerer som en slags ombudsmand
for de studerende. Der gar hgje reoler op langs to af veggene pa
kontoret. Pa en af hylderne star en samling of over tyve flodhe-
stefigurer, ordnet efter storrelse. Det hjelper de studerende til at
fole sig bedre tilpas, siger hun. Serligt, hvis de er mgdt op for at
tale om folsomme emner. Og sd er de ogsd meget hyggelige.

Studenterambassadgren i arbejde

Du er maske en smule i tvivl om, hvad det vil sige, at noget er
en “sag”. Hvad kan man henvende sig til studenterambassadgren
med, og hvordan foregar det? Tina Kaare forklarer:

De studerende kommer med rigtig mange forskellige

sporgsmal og bekymringer, sa det er rigtig sveert at si-
ge, hvad den typiske sag er. Man kan sige, jeg har haft
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flere henvendelser om snyd, altsa folk, der er blevet
misteenkt for at have snydt, eller der er en sag i gang
omkring: har de snydt? Og sa har jeg haft en del sager
om dispensationsansggninger. Det har veeret dispen-
sation til ekstra eksamensforsgg, til at fa lov til at lacse
pa kandidaten samtidig med, at man er indskrevet pa
bachelor. S& selvom der har veeret flere dispensations-
sager, sa har det veaeret inden for forskellige omréader.
Og sa har der ogsa veeret flere udskrivningssager. Og
det er jo fint, taenker jeg, fordi snyd og udskrivning
er noget, der er virkelig indgribende for den studeren-
de. Og sa har der veeret alt muligt andet, spgrgsmal
omrking tilrettelaeggelsen af uddannelse, omkring stu-
dieordninger.

Jeg tror med studiefremdriftsreformen, kan man sag-
tens forestille sig, at der er flere, der kommer i klem-
me. Det er lidt sveert at sige, men de studerende far
rigtig travlt. Sa alle de her dispensationsansggninger,
som man kunne forudsige — hvis sagsbehandlingstiden
traekker ud, eller hvis de synes, de er blevet uretfeerdigt
behandlet og ikke far det, de sgger, sa er det oplagt at
komme her.

Studenterambassadgren kan kontaktes gennem mail og telefon,
og har desuden dbent kontor om tirsdagen mellem 12-158 Af-
hengig af sagens natur kan lengden af en korrespondance variere
mellem fa timer til flere maneder:

8Se venligst kontaktoplysninger gverst i artiklen.

23. argang, nr. 3



Pa besgg hos studenterambassadgren

Nogle sager kan klares ved mailkorrespondance. Nogle
tager en uges tid. Med andre kommer de ind til et mg-
de, og sa er der noget, jeg skal undersgge. Jeg stiller
maéaske den studerende nogle spgrgsmaél, de skal finde
ud af. Det kan i virkeligheden godt kgre over nogle
maneder. S& det kommer an pa spgrgsmalet, de kom-
mer med, og hvor indviklet det er. Nogle gange kan
man ogsa sidde og vente pa for eksempel et svar fra
administrationen. De har ogsd mange ting, og sagerne
skal jo behandles ordentligt. Sa det er meget forskel-
ligt, hvordan de enkelte sager forlgber.

| fuld fortrolighed

I fritiden nyder Tina familie og venners gode selskab og at lave
mad. Hun kan lide at lgbe, vinterbade og dyrke yoga. Pd arbejds-
pladsen har Tina et mindre aktivt socialliv. Hun forklarer, at dette
skyldes arbejdets serlige natur.

Jeg er uathaengig af universitetet, af den administra-
tive ledelse, af de studerende, af bestyrelsen, af den
daglige ledelse. Det skal jeg ogsa vaerne om pa en eller
anden méde. S& jeg har ikke nogen kollegaer. Jeg er
inviteret med til feellesadministrationens julefrokost.
Jeg er tilknyttet Uddannelsesservice, som er en del
af feellesadministrationen, og jeg refererer personale-
maessigt til direktgren. Og sa i gvrigt til bestyrelsen.
Sa mere uafhaengig er jeg jo heller ikke, men jeg er
jo ikke bundet af, at jeg skal mene det samme som
rektoratet. Jeg vil ikke kalde det ensomt, men jeg star
meget alene. Det er der ikke nogen, der har bedt mig
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om at veere. Men det er meget vigtigt for mig, at jeg
ikke lige pludselig bliver set som en del af Uddannel-
sesservice, eller en del af feellesadministrationen.

Der er nogle, der kommer og siger: “Jeg vil gerne
hgre, hvad du har at sige om mine muligheder. Jeg
vil ikke have, at du géar videre med det.” For eksempel
hvis det er noget med en vejleder pa et speciale. Det
er helt ok. Hvis jeg henvender mig til fakultetet, sa er
det altid noget, jeg aftaler med den studerende, sa den
studerende ved, hvad det er, jeg henvender mig om.

For studenterambassadoren er det dog ogsa vigtigt, hun er fuld-
stendig uafhaengig. Dette indeberer ogsa, at hun er uafhengig af
de studerende.

Jeg synes ikke, at min opgave er at udfordre syste-
met pa, om vi kan ggre noget andet end det, der star
i reglerne. Jeg er ogsd uaftheengig af de studerende.
Men nar en studerende kommer her, sa ser jeg sagen
fra den studerendes perspektiv i stedet for et lidt mere
systemmeessigt perspektiv. Det betyder, at nar jeg lae-
ser reglerne, s kan der vaere undtagelser, hvis der er
seerlige omstaendigheder. Sa kan det godt veere, jeg ser
anderledes pa det, end administrationen normalt ggr.
Er der muligheder, som kan hjeelpe den studerende
her? Kan det ggres pa en anden made?

Nar jeg sporger yderligere ind til, hvordan de studerende skal
benytte sig af funktionen, er hun klar i melet: Studenterambassa-
doren er ikke en ekstra klageinstans. Tina uddyber, hvilken funk-
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tion, hun har:

Jeg vil gerne have nogle veerdier omkring det der med,
at jeg altid ser sagen fra den studerendes perspektiv.
At her er der altid tid til, at man kan lytte, og min
opgave er at sende den studerende videre pa en god
made. Og s ogsa det med, at det jeg er optaget af, er
at fa sagerne lgst. Og det er jeg i et godt samarbejde
med fakulteterne. Det kan godt veere, vi ikke altid
kan blive helt enige, men méaske kan vi finde en eller
anden lgsning, som vi alligevel er tilfredse med, alle
sammen, og som maske kan lade sig ggre inden for
administrationens rammer. Sa det er det, jeg synes,
funktionen her skal sta for. En af de ting, jeg ogsa
teenker omkring veerdi, er, at den studerende altid skal
have et eerligt svar. Det kan godt veere, jeg ikke altid
kan give dem det, de vil have, men sa skal de have det
at vide. Det er desveerre rigtigt nok.

Vejen til KU

Man kunne undre sig over, hvilken karrierresti, der forer til arbej-
det som studenterambassadgr. Er det en serlig linje, man velger
pa sit studie?

Jeg laeste jura, da jeg startede, og jeg har undervist
pa jura i mange ar. De fleste vil enten ggre noget godt
for verden, eller ogsa sa vil man veere advokat og har
en ide, som jeg selv havde, om, at sé skulle man tjene
enormt mange penge. Nar det kommer til stykket, fin-
der man ud af, at man er drevet af noget helt andet, og
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sd betyder lgnnen ikke s& meget. Jeg fandt hurtigt ud
af, at det offentligretlige var meget mere interessant
for mig. Det, jeg syntes var sjovt pa udlaendingeom-
radet, var, at det, vi lavede, betgd s& meget for vores
brugere, som for eksempel dem, der havde sggt om
forlaengelse af opholdstilladelse. Det kan godt veere,
at vi lavede mange tusinde forleengelser om aret. Man
kunne godt fa det indtryk, at det ikke var den store
sag. Men den enkelte bruger, der sad og ventede pa
den, var enormt optaget af det. Og det er jo ogsa det,
jeg synes er sjovt. Det synes jeg ogsa er sjovt her. Det
der med, at der er nogle studerende i den anden ende,
som jeg forhabentlig gor en eller anden forskel for, el-
ler hjeelper videre pa en god made. Det, synes jeg, er
super. Det er det, der driver mig.

Funktionen som studenterambassadgr er noget, Stu-
denterrradet har bedt om i mange, mange ar. Og sa
var det Penkowa-sagen, der gav mulighed for det. Der
var en studerende, som kom i klemme. S& fik universi-
tetet ikke taget rigtig godt hand om den her studeren-
de. Og det var det, der udlgste den her funktion. Jeg
sa opslaget og teenkte, “Det lyder jo fuldstendig som
mig.” Jeg synes efter et ar i stillingen, at funktionen
udfylder et tomrum. Fordi der er nogle, der spagrger:
“Har vi virkelig brug for det?” Der er masser af andre:
studenterpraester, studievejledere.

Spargsmalet om, hvorvidt en funktion som studenterambassadg-

rens er nyttig, besvares nemt ved at se pa statistikkerne. Antallet
af henvendelser er steget stot i lobet af 2013, og Tina fornemmer
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0gsa fra de studerendes tilbagemeldinger, at der er et behov:

Nu er det 134 studerende, jeg har talt med, men om et
ar sa har jeg talt med forhabentlig dobbelt s mange.
Det med, at der lige pludselig er en person, der far det
der indblik i: hvad er det, der foregar hos de studeren-
de pa tvaers. Vi taler meget om den konkrete sag. Det,
jeg oplever, som gar igen, er, at de studerende synes,
det er vanskeligt — de foler sig meget alene over for
et stort system. Jeg har nogle tilbagemeldinger fra de
studerende haengende pa veeggen. Det er min motiva-
tion. Der er en, der skriver: “Tusind tak, fordi du vil
ga videre med min klage. Det er sin sag at slas med
systemet alene”. Og: “Det er rart at blive hgrt, nar
man fgler sig magteslgs”. Det oplever jeg meget. At de
studerende ikke fgler sig heort i den konkrete sag, og
de fgler sig meget magteslgse og lidt alene. Jeg ople-
ver ogsa, at det fylder enormt meget for dem at have
den sag, de har med universitetet. Nogle gange ogsa sa
meget, at det gar ud over, hvad de i gvrigt skal lave.

Studenterambassadgren pa campus

I lgbet af 2013 er antallet af sager steget stgt, men studenteram-
bassadgren er den forste af sin slags ¢ Danmark, og det er ikke
altid lige nemt at gore de studerende opmarksom pad, at funktio-
nen eksisterer. I et forspg pa at synliggore funktionen har studen-
terambassadgren beveget sig ud pd campus:

I ar vil jeg prove at veere ude pa et campusomrade
hver torsdag. Der kan jeg rigtig godt teenke mig, at
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studerende bare kom forbi og spgrger: “Hey, jeg har
teenkt over det og det, kan det virkelig passe?”, sa det
bare bliver meget uformelt. Ude pa Universitetspar-
ken har jeg siddet i bygning E.

Jeg har en hjemmeside og en facebookside. Her om-
kring eksamensperioden har jeg lagt nogle retnings-
linjer ud for, hvad hvis du gerne vil klage over en ek-
samen, har du ret til en begrundelse, osv. Og sa leegger
jeg ogsa alt muligt andet ind. I gar lagde jeg en henvis-
ning til studenterpraesterne, at man kunne bruge dem.
Jeg teenker, at der heller ikke er sa mange, der ved,
at de er der, og hvad man kan bruge dem til. Jeg har
veeret rundt med plakater og foldere, men det er rigtig
svaert, synes jeg, at fa skabt den der bevidsthed hos
de studerende om, at funktionen findes. Jeg héber, at
hvis folk star og har behov for hjelp, sa er der et eller
andet, der ringer i baghovedet om: var der ikke et el-
ler andet med en studenterambassadgr? Hvis det hele
bare kgrer, sa skal man ikke spekulere sa meget pa det.

Ressourcestaerke unge mennesker

Min samtale med Tina Kaare begynder at kore mere og mere ud af
en tangent — en tangent, der ikke omhandler funktionen som stu-
denterambassador. Men jeg synes, det er spendende at tale med
en person, der har veret i kontakt med sa mange forskellige faku-
lteter og deres studerende. Sa jeg graver efter guldkorn og spgrger
Tina, om hun har gjort sig nogle generelle observationer, hvad
angar nutidens studerende:
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Da jeg var i styrelsen og ansatte nyuddannede juri-
ster, nar jeg sa pa deres CV og hvad de havde lavet,
det var vildt imponerende. De havde veeret i udlan-
det, og dyrkede al mulig forskellig slags sport, og de
havde frivilligt arbejde, og de havde ogsa studiejob. I
dag tror jeg ikke en kandidat har nok i alene at have
en uddannelse. Og det synes jeg ogsa er rigtig, rigtig
fornuftigt. Alle de der ting, samlet set, tror jeg kunne
veere med til at presse de studerende.

Men det er jo ogsa en meget stor opgave for nogen,
der kommer pa universitetet, som maske er 18-19-20
ar. Jeg synes det hele er spaendende, og jeg vil ogsa
gerne se alle de mennesker, jeg skal se, og jeg tror ik-
ke, jeg er den eneste, der har det pa den made. S& lige
pludselig har man for lidt tid. For lidt tid til sig selv,
for lidt tid til at slappe af, far ikke lige tid til at laese
det, man skulle laese. Nu har jeg jo en 37-timers ar-
bejdsuge, og sa kan jeg sidde her og sddan noget, men
som studerende skal man virkelig kunne strukturere
sin tid, pa en helt anden made.

Jeg oplever ikke, at de studerende kommer til mig
og klynker. Jeg oplever tvaertimod, at de tager et stort
ansvar, ogsa nar der er noget der er gaet galt: “Jeg ved
godt, at jeg skulle have teenkt mig bedre om, men det
gjorde jeg altsa ikke, og hvordan kan jeg nu komme vi-
dere?” Al respekt for det. Det er ressourcesteerke unge
mennesker, der er glade for deres uddannelse.
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Vores made ophgrer efter en times udbytterig samtale. Med sin
imgdekommende personlighed har Tina Kaare bragt en masse pd
bordet, men kun halvdelen kan presses ind i den endelige arti-
kel. Jeg takker hende for hendes tid, siger farvel og bevaeger mig
udenfor. Vi afslutter denne artikel med en opfordring og et lgfte
fra studenterambassadgren:

Det er vigtigt at laese studieordningen, saette sig ind
i, hvordan den er bygget op, hvad det er, man skal,
og planlaegge sit studie, selvom jeg godt ved, det ikke
lyder specielt sexet. Dog er min holdning stadigveek,
uanset om man ikke har sat sig ind i det, at nar en
studerende star i klemme, sa vil jeg selviglgelig prove
at hjeelpe dem videre alt det, jeg overhovedet kan. Der
vil jeg uanset hvad altid se det fra den studerendes
perspektiv.
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Induktion: fra naturlige tal til
generaliseret skgnhed

Dan Saattrup Nielsen

En artikel om induktion, hvordan er det overhovedet muligt? Det er jo trivielt!

Bevis ved induktion er en af de seldste matematiske bevismeto-
der — selv Euklids bevis for, at der findes uendelig mange primtal,
benytter metoden. Normalt er induktionsbeviser udelukkende in-
troduceret for naturlige tal, som f.eks. fra [1]:

Satning 1 (Princippet om simpel induktion) Lad p(z) vere et pra-
dikat, hvor den frie variabel kan lgbe over de naturlige tal N. Sa-
fremt p(x) har folgende 2 egenskaber:

1. p(1) er sand,

2. for hvert m € N, kan man af p(m) slutte p(m + 1),
da geelder p(n) for alle n € N.

Grundlaget for, at sidanne principper oftest kun defineres for
de naturlige tal, er fordi de udspringer af induktionsaksiomet, som
er en del af Peanos aksiomer for de naturlige tal, her taget fra [1]
igen:

Definition 2 (Induktionsaksiomet) Hvis det om en delmaengde
A C N gelder, at 1 € Aogm € A= S(m) € A, sa geelder at
A=N.J

Fra dette aksiom bevises princippet om simpel induktion, ved
blot at benytte aksiomet pa maengden {z € N | p(z)}. Men allere-
de her begynder vi at beveege os veek fra tallene, da vores aksiom

“Her er S : N — N efterfglgerfunktionen givet ved forskriften S(n) :=
n+ 1.
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omhandler mengder og ikke tal. Burde dette princip sa ikke kun-
ne formuleres anderledes, s& det ogsa geelder for andre maengder
end lige delmeengder af N?10 Da aksiomet omhandlede maengder,
vil vi prove at ga i denne retning. Vi husker, at maengdelseren kan
danne grundlaget for al matematik, sa der ma veere aksiomer in-
den for maengdelerens aksiomer ZFC, der medfgrer induktionen.
Ganske rigtigt finder vi uendelighedsaksiomet:

Definition 3 (Uendelighedsaksiomet) Der findes en meengde z, sa-
ledes at () € z og hvis y € z, geelder ogsa at {y} Uy € x.

Her er () og {y} Uy meengdelaerens svar pa hhv. 0 og y + 1
(forklaring fglger om lidt). Altsa ses det med denne konvention,
at aksiomet medfgrer at de naturlige tal findes, som vi definerer
til at veere den mindste maengde, som opfylder de to betingelser.!!
Herfra kan det bevises, at hvis X C N og X opfylder de to krav i
uendelighedsaksiomet, ma X = N, da N som sagt er den mindste
maengde, der opfylder kravene.

Men igen, vi er ikke rigtig kommet videre; vi arbejder stadig
kun med de naturlige tal. Dette kan dog generaliseres til de “gene-
raliserede” naturlige tal, kaldet ordinaltallene. Inden den formelle
definition, forsgger jeg forst med en intuitiv forstaelse. De natur-
lige tal forstar vi som tallene 0, 1,..., men hvis vi i stedet veelger,
at se dem som meengder 0 = (), 1 = {0}, 2 = {0,1} osv., ses
det, at N = {0,1,...} selv ma veere et “tal”, da den bestar af
alle tidligere tal — dette tal N bliver normalt indenfor maengde-

°Den opmeerksomme laeser har méske allerede spottet et plausibelt posi-
tivt svar efter at have neaerlaest artiklens overskrift.

"Det skal lige nsevnes, at aksiomet ikke medfgrer, at der findes mere end
én meengde, der opfylder det — dette kommer fra et andet aksiom i ZFC
(potensmeengdeaksiomet).
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leeren kaldt w.'? Hvis vi nu fortszetter af samme mgnster, kan vi
konstruere meengden w+1 = {0, 1,. .., }U{w}, altsé alle de natur-
lige tal efterfulgt af meengden af alle de naturlige tal, og ligeledes
w+2={0,1,...} U{w,w + 1}. Det ses, at vi kan fortseette i en
uendelighed pa denne made - men selv “efter” uendelig lang tid
nar vi bare til w + w, og s kan vi begynde forfra igen. P4 samme
vis kan vi opné tal sdsom w - w, w* og savel tal som

der har specielle vigtige egenskaber.'® Alle disse naevnte tal er
ordinaltal. For at definere generelt, hvad et sadan tal (eller rettere,
maengde) er, definerer vi fgrst et par smating:

Definition 4 En mangde X kaldes transitiv, hvis ¢ € y € X
medfgrer x € X. Akvivalent er X transitiv hvis x € X medfgrer
x C X.14

Definition 5 En relation R kaldes velordnet pa X hvis det er en
linezer ordningsrelation pa X, samt at enhver ikke-tom delmeaengde
r C X har et R-minimalt element xzg. Altsd at der ikke findes
y € X, som opfylder yRxg.

Herfra defineres vores ordinaltal som transitive maengder, der
er velordnet efter relationen €. F.eks. kan vi se eksempler pa

2Dette gores for at adskille den fra algebraiske strukturer over de naturlige
tal, da vi ikke har operationer sasom + og - i denne maengde.

Dette tal har vigtige egenskaber inden for en del af bevisteorien, som
prover at analysere preecis hvor kraftige konsekvenser induktionsaksiomet (i
talteoretisk forstand) har; denne gren kaldes ordinal analysis.

M Beviset for at disse definitioner er aekvivalente udggr en god gvelse for
laeseren til en bedre forstaelse af konceptet.
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transitiviteten ved at 0 € 1 € 2 og samtidig ogsd at 0 € 2. Denne
ordningsrelation skrives ogsa ofte som <; altsa eksempelvis 0 <
1<2.

Men det var et lille sidespring, det var jo induktionen vi kom
fra! Vi prgver nu, at generalisere vores induktion fra at vise noget
gaelder for alle naturlige tal, til at noget gaelder for alle ordinaltal.
Det kommer ret naturligt ved folgende saetning, oversat fra [2]:

Satning 6 (Generalisering 1: Induktion p& ordinaltal) Lad P(x)
veere et predikat omkring en variabel x. Antag at der for alle
ordinaltal 6 geelder

(Vo < B : P(a)) = P(B).
Da geelder P(7y) for alle ordinaltal ~y.

Det ses, at hvis § = w, er det vores velkendte induktion over
de naturlige tal. Man kan undre sig, hvordan at sesetningen kan
gores sa meget paenere ved “normal” induktion, hvor man slipper
for, at vise, at det geelder for alle 8 og alle o < 3, hvor vi normalt
bare kan fikse 8 og kun udfgre sidste trin. Grunden til dette er, at
samlingen af alle ordinaltal ikke er en maengde - dette modstrider
ZFC, hvorfor vi ikke bare kan bruge dette argument.

Man kan dog simplificere denne induktionsssetning lidt, sa be-
viserne er mere overskuelige. Det drejer sig om en generaliseret
egenskab ved de naturlige tal: disse tal kan alle deles op i to typer:
enten er n = 0, ellers findes m € N sa n = m + 1. Ordinaltal har
foruden disse to ogsa en tredje type, som sker, nar n = {J,,.,, m.
Det ses f.eks. at w er af denne tredje type. Et induktionsbevis kan
derfor udfgres, hvor at praedikatet vises for de tre typer.

Vi har altsa nu generaliseret vores induktionsargument fra de
smé sma naturlige tal til en uendelig gange stgrre samling af or-
dinaltal — det er noget af et skridt! Men kan vi ggre det endnu
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bedre? Ordinaltal er jo blot specielle meengder, sé kan vi generali-
sere det til endnu mere generelle maengder? Svaret er JA, men det
bliver faktisk endnu vildere: vi kan generalisere det til samlinger,
der ikke engang er i neerheden af, at veere maengder.'® Igen skal
vi lige have en definition pa plads:

Definition 7 En relation R er velfunderet pa A, hvis enhver ikke-
tom delmaengde X C A har et R-minimalt element.

Bemeerk at A ikke behgver, at vaere en maengde selv. Vi be-
maerker ogsa, at en velordnet relation er en velfunderet lineser
ordningsrelation. Nu kan vi na til den store finale, og opskrive
vores elegante generaliserede induktionssaetning, oversat fra [3]:

Satning 8 (Generalisering 2: Induktion pa velfunderede relationer)
Antag, at relationen R er velfunderet pa A, og at X C A er en
ikke-tom delklasse. Sd har X et R-minimalt element.

Ved fgrste gjenkast virker det slet ikke som noget, der har re-
levans for induktion. Men der er to mader, induktion kan virke
pa: enten viser man, at et praedikat holder for alle elementer i sin
samling, eller ogsa viser man, at hvis der fandtes et praedikat i
samlingen, som ikke opfylder praedikatet, giver dette en modstrid.
Her er vi ude i sidste mulighed, da vores samlinger ikke er ordnet
pa nogen made (ikke engang partielt ordnede). Et induktionsbe-
vis for et praedikat P(x) pa denne méade vil forega ved, at antage
at samlingen X := {x € A | =P(z)} ikke er tom, lade a € X veere

15Som nsevnt er ordinaltallene ej heller en meengde, men de er lige pa
greensen. Dette kommer til udtryk ved, at hvis der tages et vilkarligt ordinaltal
a, vil {8 | B < a}, hvor 3 er ordinaltal, veere en mangde. Man siger, at
ordinaltallene er mengdeagtige.
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et R-minimalt element, givet fra ssetningen, og sa vise, at dette
giver modstrid.

Kan vi generalisere dette endnu mere? Svaret er nej, ikke inden
for vores aksiomer. Faktisk eksisterer A, R og X ikke ngdvendig-
vis, hvis disse ikke er maengder.'® Dette lgser vi, ved at sige, at
vi kun bruger disse bogstaver som forkortelser for logiske formler
p(x,y) (der definerer R), a(x) (der definerer A) og x(x) (der de-
finerer X') — disse vil bare give nogle ret uoverskuelige saetninger,
sa vi foretrackker vores forkortelser, og behandler dem som om,
de eksisterer.

For at afslutte dette, kan vi ga helt overkill, og bevise fglgende
seetning fra [1]:

Saetning 9 For ethvert n € N gelder, at summen af de forste n
ulige tal er lig med n?, altsd:

14+3+5+...+(2n—1)=n

Bevis. Vi bemeerker, at relationen < er velfunderet pa N. Kon-
struér nu

X={neN|[1+3+5+...+(2n—1) #n?},

og antag at X # (). Lad x veere et <-minimalt element af X. Pa
grund af minimalitet geelder seetningen for alle n < z. Vi ved, at
enten er x = 0 ellers findes n € Nsa x =n+ 1. Hvis x = 0 er de
fgrste 0 naturlige tal ikke lig med 0, modstrid; sa lad x = n + 1.

6Her defineres eksistens som at samlingen kan bevises fra ZFC — dvs. kun
meengder eksisterer.
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Nu ser vi, at

1434+5+...+2n—1)=n?
=14+34+5+...+2n+1)-1)=14+34+5+...+(2n+1)

(*)

4 (n+1)?=n>+2n+1
=14+3+54+...+2n—1) #n?

Ved (*) brugte vi, at z = n+ 1 og at ssetningen ikke geelder for
x. Men nu modstrider den fgrste og sidste linje hinanden, og vi
konluderer, at X = (3, hvilket beviser szetningen. O

Altsa kan vi se, at selvom det generelle induktionsprincip virker,
er vi stadig ude i noget basistilfselde og efterfglgertilfaelde — sa det
gor det ikke ligefrem lettere at bevise ting vedrgrende de naturlige
tal pd denne made. Men nu ved vi i hvert fald, at lige meget
hvad vi far smidt i hovedet (nsesten), kan vi bevise praedikater
induktivt pa dem. Endnu vigtigere, sa ved vi, at bag det knap sa
paene princip om induktion pa de naturlige tal, ligger et elegant
princip om generel induktion. Inducér alt hvad du ser!
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Laeserbidrag

Lgsning pa sidste bloks
pra&mieopgave

Janus Ronn Lind

Opgaven: Du har brug for en pakke smg-
ger og betaler med 8 mgnter, hvoraf net-
op én er falsk og dermed vejer mindre
end en xgte mgnt. Kantinedamen fatter
mistanke om, at den ene mgnt er falsk.
Hun har en veegt med to skale, som kan
vise hende, hvilken skal har det tungeste
indhold. Kan kantinedamen finde den
falske mgnt ved at veje kun to gange?
Kunne hun ggre det samme, hvis smg-
gerne havde kostet hhv. 9 eller 10 mgnt-
er?

Givet 3 mgnter, hvor kantinedamen ved, at den ene er falsk, kan
hun med én vejning identificere den falske mgnt: Fgrst vaelger hun
to vilkarlige mgnter, og sammenligner deres veegt. Vejer de ikke
det samme, kan hun uden videre udpege den letteste af mgnterne
som falsk. Vejer de det samme, mé den tredje mgnt veere falsk.
Det er klart, at hun efter vejningen ikke ma risikere at sta med
en bunke, som indeholder 2 eller flere mgnter, hvis segthed hun
ikke har bestemt. Hun kan derfor ikke veere sikker pa at finde
den falske mgnt med én vejning, hvis der er 4 eller flere mgnter,
da der ifplge skuffeprincippet vil veere 2 eller flere mgnter i enten
vaegtskalene eller i rest-bunken.

Givet 8 mgnter, hvoraf netop én er falsk, kan hun veelge 2 bun-
ker med 3 mgnter i hver og ved vejning bestemme, om den falske
mgnt er i én af de to bunker. Er den det, kan hun finde den fal-
ske mgnt med metoden beskrevet ovenfor. Vejer de lige meget,
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ma den falske mgnt veere blandt de resterende to mgnter, og den
kan dermed findes ved vejning. Svaret pa forste del af opgaven er
altsa: Ja!

Givet 9 mgnter kan hun naturligvis igen dele mgnterne i 3 bun-
ker med 3 mgnter i hver. Den eneste forskel fra tilfaeldet med 8
mgnter er, at hun nu risikerer at have 3 mgnter tilbage, hvis de
to bunker, hun vejer, vejer det samme. Igen kan hun bruge me-
toden beskrevet ovenfor og finde den falske mgnt blandt de tre
resterende mgnter.

Givet 10 mgnter, kan hun ikke veere sikker pa at finde den falske
ment med 2 vejninger. Ved hver vejning (af to lige store bunker
mgnter) bestemmer hun jo, om den falske mgnt ligger i den ene
bunke, den anden bunke eller blandt de resterende mgnter. Hun
bliver altsa (igen jvf. skuffeprincippet) ngdt til at have mere end
3 menter enten pa veegtskalene eller i rest-bunken. (Generelt kan
hun altsd med sikkerhed finde den falske mgnt blandt op til 3m
menter ved hjeelp af m vejninger).

Bemerkning fra redaktionen:

Vores lidt vage formulering af opgaven tillader ogsd den tolking,
at kantinedamen ikke pa forhand er sikker pa eksistensen af en
falsk mgnt. I dette tilfelde giver ovenstaende metode bade svar
pa, om der er en falsk mgnt blandt de 8 og i sa fald hvilken. For
9 manter eller derover vil der vere over 10 muligheder, mens to
vejninger som bemarket ovenfor kun giver 9 mulige udfald, sa her
skal hun pa forhand vide, at der er en falsk mont.
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lost af Thor Baatrup Kampmann

Opgaven: Du har nu faet dig et studi-
ejob i kantinen. I mellemtiden er de an-
dre studerende blevet mere udspekulere-
de, sa et vilkarligt antal af deres mgnt-
er er falske. En falsk mgnt vejer 22/7
gram, og en @&gte vejer m gram. Fgrst
efter en hel time i kassen kommer du
i tanker om, at der er falske mgnter i
omlgb. Du skal nu bestemme, hvor me-
get af kassebeholdningen udggres af fal-
ske mgnter. Du smider derfor hele kas-
sebeholdningen pa digitalvaegten. (Vaeg-
ten afrunder til naermeste heltal) Du af-
laeser: 1084,247 gram. (afrundet) Hvor
mange mgnter er falske?

De falske mgnter er lidt tungere end de @egte: m < 22/7. Kanti-
nedamen har r segte megnter og f falske, hvilket giver ligningen:

22
mr+ 7f =1084,247 + € (1)

hvor |e|] < 0,5/1000. Hun gaetter pa, at hun har 345 ~ 1084/7
mgnter. Dette er rigtigt, da:

22
344 x - < 1084 og 346 x m > 1086

hvor venstresiden maksimerer veegten under antagelse af, at hun
havde feerre end 345 mgnter, mens hgjresiden minimerer vaegten
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under antagelse af flere end 346.
Dette reducererl til den linesre ligning i f

22 22
345m + (S — m)f = m(345 — f) + T f = 1084, 247 + ¢

med Igsningen

1084, 247 — 3451 + € €
= =314,38... + ——...
/ 22/7—7 ' +22/7—7r

Men 22/7 7 > 1/1000, 4 det sidste led er mindre end %58 =
0.5. Men sa er f det eneste heltal med |f — 314,38..| < 0.5, dvs.
der ligger 314 falske manter pa veegten. Som Thor konstaterer:

“kantinedamer er gode til hovedregning... :P”
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