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Gastronomisk inspiration

Sadan smager dit nermiljg

— Vi afprgver diverse caféer og madsteder i nerheden
af HC@, sa du tgr tage chancen og prgve noget nyt

Rie Jensen og Katrine Gravesen

Har du nogensinde teenkt péd, om graesset er grgnnere pa den an-
den side (af Feelledparken)? Det har vi testet og du vil i denne
udgave kunne finde en guide til billig morgenmad og vinterkedelig
caféstemning pa Osterbro.

Café Bopa, Xk Kk Kk k

Morgenmaden er, som I ved, dagens vigtigste maltid, men som
studerende med en SU-reform i vente skal vi naturligvis taenke pa
gkonomien. Frygter du, at du aldrig kan ga ud og spise laekker
morgenmad igen, sé fat mod! Pa Café Bopa pa Bopa Plads (Log-
storgade 8) er morgenmad BILLIG! For 35 kr. kan du mandag-
fredag fra 9-11.30 f& en morgenmadsbuffet bestdende af yoghurt
med hjemmelavet (nice) musli, frisk frugt, ost, skinke, chorizo,
lekre hjemmelavede pandekager, smgr, marmelade og hjemme-
bagt lunt brgd. Det er ikke den velkendte brunch med sg og
bacon, men vi blev maette og manglede bestemt ikke noget. Vi fik
juice og the til, som vi matte slippe henholdsvis 27 kr. og 22 kr.
for. Café Bopa er nok mest kendt som en bar/diskotek med lille
dansegulv, og nar man kommer til pladsen, frygter man et kort
sekund, at nattens udskejelser stadig heenger i luften, men det er
slet ikke tilfzeldet. Stemningen er hyggelig, betjeningen sgd, og
vi blev gerne siddende leenge. Caféen tilbyder gratis Wifi, og vi
har helt bestemt taenkt os at besgge Café Bopa igen. Specielt til
sommer, hvor der er mulighed for at fa en plads i solen. Billig
morgenmad kan man jo aldrig fa nok af!
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Rie Jensen og Katrine Gravesen

Kafe Kapers, 1. 8. 8, SXRARAS

P& Gunner Nu Hansens Plads 2 finder du et glasbur. Her bor
Kafe Kapers, som er en helt klassisk café (med c) med alt hvad
det indebaerer. Her kan du altsa bl.a. f& varme drikke, burger,
salat, sandwich og nachos. Vi fik sidstneevnte (89 kr.), en café
latte (37 kr.) og en husets luksus the (29 kr.). Mad og drikke var
helt som det skulle veere. Priserne er sat efter beliggenheden, og
der gives ikke studierabat. Stedet er midt pa dagen velbesggt af
omradets mange pensionister og mgdregrupper. Der var ogsd en
enkelt jobsamtale ved nabobordet. Mange mennesker pa glasbu-
rets lille areal medfgrte en god omgang larm og en ikke seerlig
intim stemning. Det er selvfglgelig en personlig holdning om det-
te er negativt eller ej. Er du til glas, hgjt til loftet og fancy frokost
(og fancy navn), sa er Kafe Kapers ikke noget darligt bud. Der
er mulighed for at sidde udendgrs. Her har Kapers opstillet var-
melamper, og du kan fa et tappe til benene. Sa lige sa snart
temperaturen stiger en smule, og det ikke er ngdvendigt at sgge
ind i buret for at fa varmet fingrene, kunne antallet af stjerner til
Kafe Kapers sikkert ogsa se anderledes ud.

Vi glaeder os til varme, sommerstemning og mere mad i det fri.
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Opgave i punktmangdetopologi

Kuratowskis afslutnings- og
komplementopgave

Rune Esdahl-Schou

Da jeg forleden en dag befandt mig i en
leenestol forsynet med noget letlaest lit-
teratur, i dette tilfeelde Kelleys General
Topology, faldt jeg over en interessant
opgave, som jeg gerne vil dele med jer.

For selve formuleringen af opgaven kommer her et par sstninger
fra punktmaengdetopologien der har motiveret idéen til opgaven.
Givet en meengde A i et topologisk rum kan vi betragte afslutnin-
gen af A, denne maengde er som regel forskellig fra A selv. Men
hvis vi betragter afslutningen af afslutningen af A ender vi blot
med afslutningen af A. Sagt lidt mere praecist (og mindre forsta-
ligt), Kuratowskis afslutningsoperator er idempotent. Vi kan dog
beskrive afslutningen af A ved at benytte os af komplementaer-
dannelse og indre punkter, noget man ofte ser brugt i litteraturen.
Saledes ser vi altsa at komplementet til de indre punkter i A pree-
cis er afslutningen af A’s komplement. Dette leder til folgende
opgave, oprindeligt formuleret af Kuratowski tilbage i 1920’erne:

Givet et topologisk rum og en delmaengde A heri, hvor mange
forskellige maengder kan man da konstruere udelukkende ved at
benytte sig at afslutning- og komplementserdannelse?

De fleste kan nok hurtigt finde frem til en fem eller seks forskel-
lige maengder, men her er det topologien der satter graensen, og
ikke fantasien. Safremt du gnsker selv at regne dig frem til svaret,
bgr du vente med at laese resten af artiklen.

I det fglgende vil vi fa brug for lidt notation for at ggre ud-
regningerne lidt lettere. Til enhver delmaengde A af et topologisk
rum benytter vi derfor cA til at betegne komplementet til A og
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Rune Esdahl-Schou

aA til at betegne afslutningen af A. Som det allerede er naevnt
geelder fglgende to identiteter:

ccA = A,
aaA = aA.

Der geelder dog ogsa en tredje og méske knap sa abenlyst identitet,
nemlig fglgende:

acacacacA = acacA.

For at indse at den tredje identitet geelder, lader vi i A betegne
de indre punkter i A. Vi ser nu at

1A = cacA,
og dermed ved at tage afslutningen pa begge sider
aiA = acacA.

Det er altsd derfor nok at indse folgende identitet, som fglger
direkte fra definitionen af indre punkter og afslutning.

atatA = aiA.

Vi ser nu at vi kan besvare opgaven ved at se, hvor mange
forskellige ord vi kan danne pa de to bogstaver a og ¢ uden at der
optraeder to a’er eller to c’er efter hinanden nar acacacac = acac.
Dette giver os falgende liste hvor vi er startet med c:

cA, acA, cacA, acacA, cacacA, acacacA, cacacacA

Tager vi afslutningen af den sidste, far vi som bekendt ikke noget
nyt, sa der er altsd hgjst 7 nye maengder som er mulige p& denne
made. Vi ser nu pa listen hvor vi er startet med a:

aA,caA,acaA, cacaA, acacaA, cacacaA
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Kuratowskis afslutnings- og komplementopgave

Tager vi afslutningen af den sidste, ser vi at

acacacaA = acacaca(ccA) = acacacac(cA)
= acac(cA) = aca(cc)A = acaA.

Vi ser altsa at vi hgjst kan opnd 14 forskellige maengder. Det-
te leder dog hurtigt til et nyt spgrgsmal: Findes der overhovedet
sa meerkelige topologiske rum hvor det kan lade sig ggre at kon-
struere 14 forskellige maengder pa denne made, og hvor syret en
maengde skal man starte med?

Det er heldigvis ikke seerlig svaert at finde et topologisk rum og
en mangde med de gnskede egenskaber. Faktisk kan vi finde en
delmeengde af de reelle tal der har den gnskede egenskab og det
er selv om de reelle tal er udstyret med den euklidiske topologi!
Mangden behgver faktisk heller ikke engang veere specielt grim
eller besveerlig at skrive op, f.eks. virker fglgende:

(0,1) U (1,2) U {3} U ([4,5] N Q).

Det overlades som en opgave til laeseren at vise denne maengde
rent faktisk giver anledning til 14 forskellige mzengder ved at be-
nytte ovenstaende.

Litteratur

[1] John Kelley General Topology. Van Nostrand, 1955.

[2] http://en.wikipedia.org/wiki/Kuratowski%27s_
closure-complement_problem
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Side 9 Satningen

Ms-N; saetningen
— Et dyk ned i gitterteorien

Dan Saattrup Nielsen

I denne artikel vil det vise sig, hvordan gitre kan klassificeres som
ikke-distributive ud fra gitterdiagrammet alene, et fascinerende
resultat fundet af Birkhoff [3]. Det viser sig, at man blot skal
tjekke, om et af de to nedenstdende gitre M3 eller N5 kan indlejres
i det pageeldende gitter.

4\ b
a b c Cc
&k
(6]
M N;

Til at vise dette, skal der fgrst bruges et lemma omkring mo-
duleere gitre:

Lemma 1 Ft gitter L er ikke-modulert, hvis og kun hvis der findes
et delgitter S < L med N5 = S.

Bevis. ' <': 1 Nj ses det, hvor a, b, ¢ er defineret ift. relationerne
angivet i ovenstaende hassediagram, at a < b, men a V (b A c) #
b A (aVc), som medfgrer at N5 er ikke-modulaert. Dermed vil et
gitter, med et delgitter isomorft til N5, heller ikke vaere moduleert.

"=’ Antag at L ikke er moduleer. S& vil der findes a,b,c € L,
som opfylder a < b, men aV (bAc) < bA(aVe). Lad a1 := aV (bAc)
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M;-Nj5 saetningen

og by :=bA (aVc). Da gelder:
cANby=cAN(bAN(aVec)=cA(cVa))ANb=cAb
cVar=cV(aV(bAc)=(cV(cAb)Va=cVa

Da cAb < aV(bAc)=a; < by gelder at cAb < cAag < cAby =
¢ A\ b, som betyder at ¢ A a; = ¢ A by = ¢ Ab. Analogt geelder at
cV b =cVa = cVa. Det ses nu, at dette netop beskriver et
gitter, isomorft til N5, bestdende af ¢, a1, b1, cAaj ogcVay. O

Seetningen kan da formuleres som:

Satning 2 (Ms-Nj sxtningen) Et gitter L er ikke-distributivt,
hvis og kun hvis der findes et delgitter S < L, med enten Mg = S
eller N5 = S.

Bewvis. ' <': Da det hverken for M3 eller N5 geelder at aV (bAc) =
(aVb)A(aVe), er begge ikke-distributive og med samme argument
som i beviset for Lemma 1 folger det, at L er et ikke-distributivt
gitter.

" =': Antag at L er ikke-distributivt. Antag endvidere, at L er
ikke-moduleert. Per Lemma 1 kan N5 da indlejres i L, og vi er
feerdige. Antag nu, at L er modulsert. Ved ikke-distributiviteten
findes elementer a, b, ¢ € L, som opfylder (aAb)V(aAc) < an(bVc).
Definér nu:

d:=(anb)V(aNc)V (bAc)
e:=(aVbA(aVe)A(bVec)
ap:=(aNe)Vd
by :==(bAe)Vd
c1:=(cNhe)Vvd.
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Det ses let, at d < aq,b1,c1 < e. Det vil vises at d < e. Fgrst
ses det fra absorptionsloven at

aNe=aA (bVc)
og ved brug af den modulaere lov (bruges ved understregninger)
and=aN((aANb)V(aNc)V(bAc))
=((anb)V(aNc)V(iaN(bAc))
=(aNb)V(aNc)

folger det at d < e, ud fra ikke-distributivitetsantagelsen og den
tidligere ulighed. Det vil nu vises, at diagrammet for L indeholder
en kopi af diagrammet for M3, med a = a1, b = by, ¢ = ¢1, bund d
og top e. For at vise dette, er det nok at vise at a1 Aby = a1 Acy =
biNci =dogai Vb =ay1Ve, = b1 Ve = e. Viviser at a1 Aby = d,
resten forlgber analogt. Moduleere lov understreges igen:
ay ANby = ((ane)Vd)A((bAe)Vd)
=({(ane)A((bAe)Vd))Vd
((ane)AN((bVvd)Ae))Vd
((ane)ANen(bVd)Vd
((a/\e) (bvd)vd
(bve)ANbV(ane)))Vd
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12 M3-N;5 satningen

Litteratur

[1] B.A Davey, H.A. Pristley. Introduction to Lattices and Order,
Second Edition. Cambridge University Press, 2002.

[2] Stanley Burris, H.P. Sankappanavar. A Course in Universal
Algebra, Millenium Edition. Springer-Verlag, 2009.

[3] Garrett Birkhoff. Lattice Theory, Third Edition. American
Mathematical Society, Colloquium Publications, 1967.
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Opgavelgsninger

Abefest

— Lgsninger til sidste bloks ekstraopgave

Sune Precht Reeh og Thor Kampmann Baastrup

Opgaveformulering for sidste bloks ekstraopgave

Peter Pedal og hans fire venner har veret ude at plukke bananer.
Da de er treette, beslutter de sig for at vente med at fordele
bananerne og legger sig til at sove. I lgbet af natten star Peter
Pedal op og deler bananerne op i fem lige store bunker. Der er
en banan tilovers, som han spiser. Han gemmer derefter sin
egen bunke og legger resten tilbage. Efter han har lagt sig til at
sove, star en af vennerne op og gor det samme. Dette gentager
sig for alle fem aber. Om morgenen deler de sammen bananerne
op i fem lige store bunker, igen med en banan i rest, som gadr til
manden med den gule hat'. Sporgsmdlet er si: Hvor mange
bananer kan der mindst have veret i den oprindelige bunke?

Lgsning af ekstraopgaven ved Sune

Lad b veere antallet af bananer i bunken ved nattens begyndelse.
Peter Pedal spiser en banan og deler resten i 5 bunker af stgrrelse
ni, dvs. b = 14+5n1, hvorefter Peter Pedal skjuler ny af bananerne.
Herefter er der 4n; bananer i bunken.

Abe nummer 2, spiser en banan og deler resten i 5 bunker af
storrelse ng, dvs. 4nq1 = 1+ 5no, og aben efterlader 4ns bananer i
bunken (og skjuler ng bananer). Saledes fortsaetter natten: Abe 3
skjuler ng bananer, abe 4 skjuler nqy bananer og abe 5 skjuler ns
bananer; hvor vi har 4n; = 1 + 5n;4q for i = 1,2, 3,4.

!Peter Pedals adoptivfar

22. argang, nr. 3
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Abefest

Da det bliver morgen, er der 4n5; bananer i bunken, og de bliver
fordelt i 5 bunker af k bananer hver — samt en enkelt banan til
“manden med den gule hat”. Altsd 4ns = 1 + 5k.

Ved gentagen substitution udtrykker vi nu b ved k og far

b=1+3[1+2(1+ 3{1+2[1+ 3(1+5k)]})].
Vi forleenger med 4° og far en heltalsligning:

4%h = 4° + 4451 + 4352 + 4253 + 4'5% + 5% 4+ 50k

59 —4° 6 6 _ 46 6
== +5°k=5"—-4"+5
=501+ k) — 45,
Vi forkorter derefter straks med 4° igen:
b=56.1 . LY
Safremt vi vil have en heltalslgsning, skal 5° - 12'—5'“ ngdvendigvis

veere et heltal. 4 og 5 er dog indbyrdes primiske, sa ¢ := 12'—5’“

skal veere heltallig. Omvendt vil enhver veerdi af ¢ € Z give en
heltallig lgsning med k& = 4%¢ — 1 og b = 55¢ — 4. Det mindste
ikke-negative lgsningspar, fis ved ¢ = 1 hvor k = 4° — 1 = 1023
og b=>5% -4 =15621.

Der var altsd mindst 15621 bananer i bunken oprindeligt, og
naeste mulighed er 31246 bananer.

I tilfseldet med 15621 bananer til start kan vi desuden oplyse,
at Peter Pedal far tilraget sig 1+n; +k = 1+3124+1023 = 4148
bananer, mens abe nummer 5 kun far 1+ns+k = 1+12794+1023 =
2303 bananer, og stakkels “manden med den gule hat” far kun en
enkelt banan (men han har trods alt heller ikke hjulpet med at
plukke bananerne).

FaAM@S marts 2013
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Lgsning af ekstraopgaven ved Thor

Af oplysningerne fremkommer fglgende ligninger, hvor b er antal-
let af bananer til start, og x;, ¢ = 1,...,5 er antallet af bananer,
som abe nr ¢ lsegger til side, og xg er antallet af bananer, som
hver abe far til slut:

b=>5x1+1

b=>5x9+ 1+ 2
b=5x34+x0+x1+3
b=>5z4+x3+ 22 + 71 +4
b=>5r5+x4+w3+22+21+5
b=5xg+x5+x4+2x3+29+71+6

Det giver anledning til at skrive ligningssystemet op pa matrix-
form efter at have rykket lidt rundt:

1 -5 0 0 0 0 0 1
1 -1 -5 0 0 0 0 2
1 -1 -1 -5 0 0 0 3
1 -1 -1 -1 =5 0 0 4
1 -1 -1 -1 -1 -5 0 5

1 -1 -1 -1 -1 -1 -5 6 |

22. argang, nr. 3
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Abefest

Denne matrix kan ved reekkeoperationer omdannes til:

1
0
0
0
0
0

Af den gverste rackke har vi altsa:

11529
1024

0

o o O =

o O = O O

0

b=

0

o O = O O

0

0
0
0
1
0

0

= o O O O

15625
1024

_ 3125
1024

_ 625
256

_ 125
64
25
16

—5/4

15625
1024 °©

11529 1
1024

2101
1024

369
256

61
64
9
16

1/4

Siden bade b og xg skal veere heltal, skal der geelde at:

11529 + 1562526 =0 mod 1024,

dvs. at

265 + 265z = 265(x6 + 1) =0 mod 1024

Vi kan faktorisere 265 og 1024 for at se, om de har nogen fael-
les primfaktorer, for at tjekke om xg + 1 kan veere mindre end
1024. Da 265 = 5 - 53 og 1024 = 2!° har de ikke nogen fzlles

primfaktorer, s& der mé geelde, at:

r¢+1=0 mod 1024, hvorved zg = 1023 mod 1024.

1023 er altsa mindste heltallige bud? pa x¢, og seetter vi dette ind

far vi:

2Vi ved endnu ikke, om denne vzerdi for x¢ giver heltallige veerdier for

gvrige x;
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h= 111052249 4 1561253}1023 = 15621
T = 156251—1 = 3124
Ty = 15621—52—3124 = 2499
T3 = 15621—3—;124—2499 = 1999
Ty = 15621747312547249971999 = 1599
T5 = 15621757312475?4997199971599 = 1279

Alle bunkerne er altsa heltal. Dermed ma b = 15621 veere det
mindste antal bananer, der var fra start.
Der er nogle aber, som far hard mave i morgen (manden med den
gule hat er ret beskeden).
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Kun tal

Praemieopgave

— nu med et twist!

Jingyu She

Blokkens preemieopgave (22. argang nr. 3)
a) Find alle z, y € R, der opfylder x® + 1® = 2% + 4.

b) For vilkdarlige x, y > 0 defineres s = min(z,y, % + %) Find
max(s).

Det saedvanlige gavekort til Games udloddes nu med et stoka-
stisk preemiebelghb 3.

Blokkens ekstraopgave (22. argang nr. 3)

Definer funktionen:
frx— 22|+ |4z] + [62] + |8z, x € R

Hvor mange af de forste 100 naturlige tal kan udtrykkes pa
denne form?*.

Vores postkasse famos@math.ku.dk holder dggnébent til og
med 3. maj.

3Blandt de indsendte svar udtraekkes en potentiel vinder. Har personen
indsendt en korrekt besvarelse af bade a) og b), udloddes et gavekortbelgb pa
120 kr. Hvis den udtrukne kun har besvaret et af spgrgsmalene, og dette svar
er korrekt, udloddes et gavekortbelgb pa 50 kr. Er der fejl i den udtruknes
besvarelse, udloddes en gratis cookie i kantinen eller en terning...

4|z betegner veerdien af floorfunktionen i

FAM@S marts 2013
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Tilbagemelding fra sidst (22. argang nr.2)

I sidste blok blev laeseren bedt om at finde massen af en 120 g ba-
nan, efter procentdelen, som vand udgger af dens masse, er aftaget
fra 75% til 70%. Det korrekte svar er 100 gram. Beviset overlades
som en let gvelse til laeseren. Endnu en gang vinder en forstears-
studerende przemien — stort tillykke til Anders Druedahl (’12)! Du
vil modtage dit gavekort pa 103 kr snarest. Blokkens ekstraopga-
ve, der bl.a. omhandlede bananspisning en masse, blev korrekt
besvaret i folgende raekkefglge: Sune (°05)°, Anders Druedal ('12)
og Thor Kampmann (’12). Vi takker for den flotte indsats og
medtager Sunes og Thors besvarelser som en separat artikel, se
venligst naeste side.

5Vi gor opmeerksom pa, at Sune er godt pa vej til at f& printet sit ansigt
pa forsiden af bladet [Preemieopgave FAM@S 12.4, og kun sifremt han gnsker
det, red.]
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Ubehjaxlpelig og uvederhaftig andsidealisme

Hvad vil videnskabsteori sige?

— Et uundveerligt svar til de i anden endnu fattige

Frederik Mdéllerstrom Lauridsen

Men - hvem, der ved et filosofisk spargsmal endnu ikke
er blevet taget af svimmelhed, har endnu ikke spurgt
filosoferende. — Martin Heidegger

I denne artikel vil vi forsgge at besvare spgrgsmalet: Hvad vil
videnskabsteori sige?

Hvad er videnskabsteori?

Til enhver videnskab® knytter sig en videnskabsteori. Dette skal
ikke forstas som én teori om videnskaben, men som et mangfol-
digt kompleks af spgrgsmal til (og svar pa) alle aspekter af denne
videnskab. Som eksempler pa disse kan naevnes:

Ontologiske spgrgsmal Hvad er den ontologiske status af ob-
jekterne for videnskaben? D.v.s. eksisterer disse objekter og
hvis ja, pa hvilken made eksisterer da disse objekter?

Epistemiske spgrgsmal Hvilken epistemisk status har den vi-
denskabelige viden? D.v.s. hvilken type viden er det viden-
skaben giver. Herunder kan - og bar - spgrges til hvor sikker
denne type viden er? Og hvordan denne type viden kan opnas?

Metodologiske spgrgsmal De metodologiske spgrgsmal deles
traditonelt set ind i to kategorier: De deskriptive spgrgsmal,
altsd spgrgsmal til hvordan den pagseldende videnskab fak-
tisk bedrives og de normative sporgsmdl, altsa spgrgsmal til
hvordan den pagseldende videnskab bgr bedrives.

SEller mere generelt til enhver akademisk disciplin, maske med undtagelse
af filosofien selv.
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Sociologiske spgrgsmal Hvordan péavirkes videnskaben, de vi-
denskabelige instutioner og ikke mindst videnskabsmaend- og
kvinder af forskellige sociologiske og samfundsmaessige fakto-
rer?

Antropologiske spgrgsmal Pavirker den made mennesker er
pa i verden den videnskabelige viden, og hvis ja hvordan og i
hvilken grad?

Didaktiske spgrgsmal Hvordan lsres den pagsldende viden-
skab og ikke mindst hvordan bgr denne videnskab lseres?

Faenomenologiske spgrgsmal Hvordan opleves og udvikles den
pagaeldende videnskabs enmefelt og objekter? Der spgrges sa-
ledes til den mdde hvorpa denne videnskab treeder frem for os.
Herunder kan ogsa ggres neurovidenskabelige overvejelser.

Etiske spgrgsmal Hvordan forpligter den opnaede viden den
vidende moralsk? Og hvordan spiller etiske overvejelser ind

pa muligheden af at opna viden inden for den pagaeldende
videnskab?

Visse af ovenstaende vil givetvis veere mere relevante at stille
til visse videnskabelige discipliner frem for andre. Desuden kan
stilles almene spgrgsmal som hvad konstituerer i det hele taget en
videnskab og hvordan afggr man om noget er en videnskab eller €j,
d.v.s man kan forsgge at opstille sakalte demarkationskritererier
for videnskab.

Videnskabsteorien er siledes en spekulationens og empiriens
bastard. Historisk set er de forste typer spgrgsmal blevet opfattet
som den egentlige videnskabsteori, men de sidste 50 ar har viden-
skabsteorien stillet sine spgrgsmaél bredere, szrligt til hvordan en
videnskab udvikles og praktiseres.
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Hvordan bedrives videnskabsteori?

Det bgr naevnes at de fleste hvis ikke alle af de ovenstaende spgrgs-
mal kan formuleres som almene filosofiske spgrgsmal. Der vil sa-
ledes oftest veere tale om at man som bedriver af videnskabsteori
overvejer hvordan forskellige almene filosofiske positioners syn pa
for eksempel et begreb som viden eller eksistens pavirker den en-
kelte videnskab. Omvendt kan man ogséd benytte sin forstaelse af
de enkelte videnskaber som eksempel pa, eller modeksempler til,
almene filosofiske positioner.

Man kan opfatte videnskabsteori som en art anvendt filosofi.
Altsa ma den der gnsker at stille videnskabsteoretiske spgrgsmal
gore sig bekendt med filosofien - i alle dens afskygninger - og veere
velbevandret inden for den enkelte videnskabelige disciplin. Det-
te betyder dog ogsa at der ligesom inden for filosofien ikke findes
nogen konsensus om hvordan videnskabsteori bgr bedrives. D.v.s
videnskabsteorien som sadan har ingen metode. Det kan sdledes
haevdes - og bliver her haevdet - at videnskabsteori ikke er en vi-
denskab. Videnskabsteoriens eneste egentlige veerktgjer er ligesom
filosofiens: tekning og spgrgen. Dens fornemmeste opgave er ej at
give svar men at stille spgrgsmal. Man ma séledes som bedriver
af videnskabsteori indstille sig pa at blive taget af svimmelhed i
mgdet med spgrgsmal der tiltrods for deres tilsyneladende ufravi-
gelige vigtighed ikke synes at lade sig besvare tilfredsstillende.

Hvorfor bgr videnskabsteori bedrives?

Slutteligt vil vi her forsgge at besvare det eneste egentligt relevan-
te spgrgsmal i denne artikel; nemlig hvorfor bgr vi i det hele taget
kere os om videnskabsteoretiske spgrgsmal? Dette vil forhabent-
ligt ogsa besvare spgrgsmalet om hvorfor det fra universitetets
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side kan forsvares at afszette 7.5 ECTS-point til et kursus som
Videnskabsteori for de Matematiske Fag.”

Som naevnt handler videnskabsteori primeert om spgrgsmal ikke
om svar. Og god videnskabsteori handler om ubehagelige spgrgs-
mal hvortil der ikke umiddelbart gives tilfredsstillende svar. Vi-
denskabsteori handler saledes ikke, som den uskyldige kunne for-
anledes til at tro, om viden, men derimod om usikkerhed og tvivl.
Dermed er det umiddelbart ogsa vanskeligt at argumentere for at
et kursus som Videnskabsteori for de Matematiske Fag ggr uni-
versitets dimittender til bedre matematikere, aktuarer etc. Dette
mener jeg heller ikke at det ggr - maske snarere tveertimod.

Det som videnskabsteori derimod ggr er at myndigggre de stu-
derende som matematikere, aktuarer etc.. Det vil sige det ggr det
muligt for dem at tage ejerskab over deres eget fag og dermed
muligt for dem at tage beslutninger - der kun da for alvor kan
kaldes selvsteendige - inden for, uden for og ikke mindst med de-
res fag. Dermed er det ogsa en myndigggrelse af de studerende
som mennesker i en tid der nu som altid er betsenkelig.

Videnskabsteori skal sdledes i denne beteenkelige tid abne op
for fgr-, under- og eftertanke hos den der lserer og bedriver vi-
denskab. Jeg ser saledes ikke videnskabsteori som en disciplin der
med sin papegning af diverse filosofiske problemer skal atholde
en fra at bedrive videnskab, men neermere seette en i stand til at
bedrive videnskab i dette problemfyldte far(e)vand. Videnskab-
steori handler i sidste ende ligesom videnskaben om problemer,
forklaringer og argumenter.

Fornuften tilstar alene det, der kan sta for dens frie og offentli-

"Et fag hvis eksistens i skrivende stund er med til at betale forfatteren til
naervaerende artikles husleje. Saledes skulle der ikke veere tvivl om eventuelle
interessekonflikter.
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ge provelse, uforstillet agtelse. En prgvelse som ingen videnskab i
kraft af sin hellighed eller overhgjhed bgr unddrage sig.® Som et
forsgg pa besvarelse af spgrgsmalet hvad er videnskabsteori, kun-
ne man saledes haevde at videnskabsteori netop er denne prgvelse.
I dette tilfaclde ma videnskabsteori siges at veere et positivt formu-
leret projekt der - forhabentligt - gor det muligt for os uforstillet
at agte pa ulige menneskelige bedrifter.”

8Her en skamlgs parafrasering af Kant.

9Her skal lyde en stor tak til Stud.fil. Spren Axel Petersen for uundveerlig
korrekturleesning pé denne artikel, samt for en maengde konstruktive forslag
til forbedringer af helt igennem héablgse formuleringer.
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Reklame

Har du lyst til at holde et
studenterkollokvium?

— Huvis ikke sa overvej at fa det!
Marcus Dorph de Chiffre & Kristian Knudsen Olesen

Et studenterkollokvium er et foredrag for studerende, der som
oftest holdes af studerende. Har du lige skrevet bachelorprojekt,
er du i gang, eller har du et emne der interesserer dig, si over-
vej at holde et studenterkollokvium, hvor du kan fortalle andre
matematikstuderende om dit emne, til et hyggeligt og afslappet
arrangement.

Studenterkollokvier retter sig mod alle, der har noget pa hjerte,
og kan handle om nzermest hvad som helst; det kan vaere pa et
hvilket som helst niveau. Efter arrangementer vil der blive serveret
ol i kgkkenlokalet ESO1 i matematikbygningen, til studenterven-
lige priser. Desuden vil foredragsholderen modtage et par flasker
specialgl af arranggrerne.

Arrangementerne foregar typisk en fredag eftermiddag, og der
bliver haengt sedler op omkring matematkkantinerne, circa en uge
i forvejen. Er det noget for dig at holde et studenterkollokvium,
sa skriv en email til sk@math.ku.dk, si star vi for at arrangere
kollokviet. Mere information kan findes pa math.ku.dk/sk.
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26 En central graensevardisxtning for den fri gruppe

En central graensevaerdisaetning
for den fri gruppe

Nilin Abrahamsen

Denne artikel giver en forenklet ud-
gave af en central graenseveerdisset-
ning [PRO5] af Petridis og Risager for
den fri gruppe pa m > 2 frembringere.

Forestil dig, at du sidder pa din cykel ved vejkrydset (0,0) i byen
Z2. Hvert punkt (z1,72) € Z? er et vejkryds, og fra hvert (z1,z2)
gar en 1 km lang vej til hvert af de fire kryds (z1 &+ 1,22) og
(21,22 £1). Du vil nu kgre en tur rundt i Z2, og ved hvert kryds
veelger du tilfeeldigt, om du vil fortssette mod hgjre, venstre eller
ligeud. Ingen u-vendinger er tilladt!

Hvor mon du ender efter en sadan tilfeeldig tur?

o

(0,0)
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Bemsrk, at valgene af retning veek fra forste, andet, tredje osv.
kryds pa ruten ikke er indbyrdes uafhasengige: F.eks. kan du ikke
kore mod gst og derpa mod vest ved det folgende kryds.'°
Med en smule omhu kan man udforme en algoritme, som lader en
computer udregne sandsynligheden for at ende i et givet punkt
efter n kilometer. Det kreever dog, at n ikke er for stor. Vi kan
visualisere sandsynligheden for at ende et givet sted efter 20km:

Figur 1 (teethed for) sandsynlighedsfordelingen for din position i
72 efter at have kort 20km tilfaeldigt rundt.

Men hov, sikke en fin klokkeform! Har dette noget at gore med
normalfordelingen?
Vi viser i denne artikel, at endepunkterne for de beskrevne ruter
er asymptotisk normalfordelte, nar ruternes leengder gar mod oo.

Lad os navngive hver mulig (endelig) rute fra (0,0) i Z2. Vi skriver

a1 for retningen gst og as for nord. Vest og syd er hhv. afl og a;l.

Vi lader et ord af bogstaver fra alfabetet {a1, as, al_l, ay 1} svare

10Pga. denne afhzengighed kan vi ikke anvende den klassiske centrale graen-
seveerdiseetning. Man kunne dog se cykelturen som en Markovproces, hvor vi
nyder godt af en "asymptotisk uafthengighed". Se [ILK71]
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til folgende rute: Begynd i punktet (0,0) og lees ordet igennem fra
venstre — for hvert bogstav i ordet kegrer vi leengden 1 i retnin-
gen angivet af bogstavet. Bemeerk, at forbuddet mod u-vendinger
forhindrer ord, hvor a; og aj_l stgder op til hinanden (j = 1,2).
Mengden af sddanne ord, hvor formationen ajaj_1 og aj_laj ikke
optraeder, kan pafgres en gruppestruktur og kaldes den fri gruppe
pa 2 frembringere, som vi nu skal se:

Den fri gruppe I' = F(ay,...,ay)

Mere generelt kan vi, for m € N, konstruere den fri gruppe
F(ay,...,an) pa m frembringere som maengden af ord besté-
ende af bogstaverne aq,...,a,, og al_l,...,a;Ll, hvor a; og aj_l
ikke stgder op til hinanden for j = 1,...,m. Produktet wiws €
F(ay,...,an) af elementerne wy,we € F(ay,...,am) i gruppen
er givet som det ord, der fremkommer ved at skrive ordet wy til
venstre for wy og herefter fjerne alle par ajaj_1 og aj_laj i det
resulterende ord. Det tomme ord ¢ € F(ay,...,an) er neutral-
elementet, og det inverse element til et ord fremkommer ved at
skrive bogstaverne i omvendt rackkefglge og bytte a; og a;l ud
med hhv. a;l og aj.

Vi vil betragte problemet for m > 2. Lad derfor m € {2,3,4...}
veere givet. Vi indfgrer betegnelsen I' = F'(ay, .. ., a,) for den fri

gruppe pa m frembringere.

Endepunktet for en rute

Vi kan definere en homomorfi fra I' = F(ay, ..., an) til den addi-
tive gruppe R™ ved

Log:aj+—e; for j=1,...,m, (1)

FAM@S marts 2013



Nilin Abrahamsen

-1 -1_-1
Y= 0102010109 Gy Og

a2

hvor e; er den j’te enhedsvektor i R™. Som fgr beskrevet betegner
hvert ord i I' en rute i Z™, hvor det k’te bogstav angiver retnin-
gen fra det k’te punkt pa ruten. Den j’te koordinat af Log(~) er
lig med antallet af gange, a; optraeder, minus antallet af gange,
aj_l optraeder i ordet . Men dette er netop j’te koordinat for
slutpunktet af ruten, hvis den begynder i (0,...,0). Log(vy) er
hermed den vektor, som beskriver slutpunktet for ruten svarende
til .

Vi betegner meengden af elementer i I' med ordleengde n ved

Iy :={y eTlwl(y) =n}

svarende til ruter af leengde n. Vi lader Y,, veere en ligefordelt sto-
kastisk variabel pa I', C I', dvs. at Y}, repraesenterer en tilfeeldig
rute af leengde n. Det vises, at fordelingerne af de transformerede
variable Log(Y,)/v/n konvergerer svagt mod normalfordelingen
pa R™ med variansmatrice X = ﬁ] , hvilket vil sige:
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Satning 1 (forenklet variant af [PR05], Petridis og Risager) Lad Y,
veere ligefordelt pa T'y,. For enhver Borelmengde B C R™, hvor
Lebesque-malet af OB er 0, gelder

r/2
P (Log(m € B) (m_ 1) / / o~ 2tz g
\/ﬁ n—00 27 B

Her kan venstresiden skrives
Log(v)
€B T
N #ln

Log(Yn) >

p(=%8Un) o p) = T,
() =#{re

(#S betegner antallet af elementer i S, mens P(U) star for sand-

synligheden af udfaldet U.)

Ovenstaende er en forenklet udgave af en saetning [PRO5] af
Petridis og Risager, som teeller cyklisk reducerede gruppeelemen-
ter i den fri gruppe ved at arbejde med Iharas Zetafunktion. En
lignende saetning vises ogsa i [Riv10].

Vi gar nu i gang med at bevise seetning 1. Uden at afbryde sam-
menhaengen kan man dog springe frem til side 47 for at se en
anvendelse af ssetningen.

Strategi

Vi vil forstd fordelingen v af en stokastisk variabel X igennem
dens karakteristiske funktion [Bil95] f, : R™ — C, defineret ved:

fo(t) = E[exp(it - X)] (2)

hvor Eexp(it - X) betegner middelveerdien af variablen E exp(it -
X). Vi kalder ogsa f, for den karakteristiske funktion for X.

Vi vil vise vores konvergensresultat vha. Lévys konvergenssaet-
ning, som behandles i [Bil95, s. 383]:
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Saxtning 2 (Lévy) En folge vy, af fordelinger konvergerer svagt
mod en fordeling v, netop hvis de karakteristiske funktioner f,,
konvergerer punktvis mod den karakteristiske funktion f,.

Definition 3 At fordelingerne v, for stokastiske variable X,, kon-
vergerer svagt mod v betyder per definition, at P(X,, € B) —
v(B),n — oo for Borelmeengder B, hvor 0B har Lebesgue-mal 0.

Vi haber pa at kunne normalisere fordelingerne pu,, af Log(Y},)
med en funktion n : N — C, séledes at fordelingerne v, for
n(n) Log(Y;,) konvergerer for n — oco. Vi kan skrive den karakte-
ristiske funktion f,, som

fu.(t) = Elexp(it-n(n)Log(Yn))] = fu.(n(n)?)

Konvergensen af de normaliserede fordelinger vil fglge, hvis f, (t)
konvergerer punktvis mod den karakteristiske funktion for en for-
deling v:

fon(®) = fun(n(0)t) —— fu(t) Vt € R™

Vi gnsker altsa at forsta de karakteristiske funktioner f,, (e) for
fordelingerne af Log(Y},), sa vi kan substituere € = n(n)t.

Da Y,, er ligefordelt pa I, giver (2) den karakteristiske funktion
for Log(Y,,) som

1

Fin 1) = Elexplit - Log(¥,)] = -

exp(it - Log(7y)) (3)
ISR

Vi vil udregne ovenstaende, sa vi kan vise konvergensen af f,, (t) =
fun(t/y/n) for n — oo. Det vil folge, at fordelingerne v, af folgen
Log(Y;,)//n konvergerer svagt mod en normalfordeling.
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Spektralteori pa et trae

Lad Y;, vaere ligefordelt pa I';, = {y € I'|wi(y) = n}. Den karak-
teristiske funktion f,, for Log(Y;) bestemmes ud fra summen

#(Tn) fu(€) = > exp(ie-Log(7)) (4)

Dette og folgende afsnit om g + 1-regulaere tracer er en forenk-
let variant af idéer fra [VN94], hvor tilsvarende metoder bruges
til blandt andet at give en formel for Iharas Zetafunktion.

Vi indfgrer Cayley-grafen X (I",S) for I': Vi har defineret I" som
den fri gruppe pa de m bogstaver i meengden A = {aj,...,am}.
Lad meengden af knuder i X(T',S) veere T', og lad hver knude
~v € T" veere forbundet til de 2m knuder pa formen ~d, hvor § €
S:={a1,...,am,a;’,...,a;'}. X (I, S) er et trae, dvs. grafen har
ingen cykler eller lgkker, og vi vil kalde neutralelementet ¢ € T’

for traeets rod. Generelt vil vi lade o betegne roden i et tree.

+—

Figur 2 Cayley-grafen for den fri gruppe I' = F'(a1, az2) pa 2 frem-
bringere
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Vi vil opbygge den fglgende teori for et ¢ 4+ 1-reguleert tree X,
dvs. et tree, hvor praecis ¢ + 1 kanter er forbundet til hver knu-
de. Maengden af knuder i X betegnes vert(X). Forskellen fra at
arbejde direkte pa I er, at vi ikke begrasenser os til at ¢ + 1 er
lige. Givet v,w € wvert(X) skriver vi d(v,w) for den geodaetiske
afstand mellem v og w, dvs. leengden pa den korteste sti fra v til
w.

Vi skriver x.(v) := exp (i€ - Log(7)). xe er en karaktér pa I', dvs.
en gruppehomomorfi I' — {z € C||z| = 1}:

Xe(wlwgl) = exp(ie - Log(wlwgl))

= exp(ie - Log(w;) — i€ - Log(ws)) = Xe(wl)xg(wg)*l
Vi indfgrer fglgende notation:

Notation 1 Lad C*"*X) vaere rummet af funktioner vert(X) —
C.

Vi definerer nabooperatoren Ty : CY¢"(X) — Cvert(X)  der sen-
der en funktion ¢ : vert(X) — C til T ¢ : vert(X) — C givet
ved

Tig:v— Y ow)

d(v,w)=1

Vi bemszerker, at . er en egenfunktion for T;. Der geelder nemlig,
at

[T1 x| (v) = Z Xe(76)

wl(6)=1
= Z Xe(7)xe(0) = ( Z X€(5)) Xe(7) (5)
wl(8)=1 wl(6)=1
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s& xe er en egenfunktion svarende til egenveerdien ), (5)—1 Xe(9).
Vi vil bruge denne egenskab ved x. til at summere den over en
"cirkel med radius n" som i udtrykket (4) for den karakteristiske
funktion.

Scenariet er altsa folgende: Lad X veere et g 4 1-regulaert trae, og
lad operatoren T veere givet som ovenfor. Givet en egenfunktion
¢ for T gnsker vi at udregne

> o) (6)

d(o,w)=n
Summen (6) specialiserer til (4), nar vi lader X veere Cayley-
grafen for I', s vert(X) = T, og vi veelger ¢(y) = x(y) =
exp (ie - Log(7))-
Integraloperatorer

Vi generaliserer T med fglgende familie af operatorer:

Definition 4 ([VN94]) For n = 0,1,... definerer vi operatoren
T, : (Cvert(X) N Cvert(X) ved:

[Th(o)] (v) := Z o(w) for ¢ :vert(X)—C (7)

d(v,w)=n

Vi vil vise, at enhver funktion ¢ med T;(¢) = \¢ er egenfunk-
tion for alle operatorerne T,,. Denne egenskab tillader os at finde
den gnskede sum

Y. dw) =[Ta(9)] (0) = Ang(0)

d(o,w)=n

hvis vi kan finde egenvaerdien A, hgrende til ¢ under operatoren
T,,. Vi begynder med at vise, at T,, kan konstrueres ud fra T;:
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Lemma 5 ([VN94]) Givet n € Ny findes koefficienter ¢}, ..., ct €
Z sa
n . .
j=0

Bevis. Pastanden geelder for Tg = TY og for Ty. Vi finder et
rekursivt udtryk for T,4+1 ud fra T,,—1 og T, og viser lemmaet
ved induktion. Lad os fgrst betragte sammensaetningen T o T),.

[T1oTa(@)]w) = > [Ta(®))()

d(v,')=1
= > ( > ¢(w)) = > o)
d(v,w)=1 \d(v',w)=n ;l((v/,v’))il

Vi evaluerer den sidste sum med antagelsen n > 2: Kald en sti
fra v til w for en geodaet, hvis den har minimal leengde blandt
sadanne stier. Da X er et tree, er geodaeten fra v til w entydig.
d(v,w) er enten n+ 1 eller n — 1 — hvis ikke w ligger pa geodacten
fra v til o', har vi d(v, w) = d(v,v")+d(v', w) = n+1; hvis den gor,
har vi d(v, w) = d(v,v") — d(v,w) =n — 1. Hvis d(v,w) =n + 1,
findes netop ét valg af v’ i ovenstdende sum, nemlig hvor v’ er
den fgrste knude efter v pa geodaeten fra v til w. Hvis derimod
d(v,w) =n — 1, Igber v gennem de ¢ naboknuder til v, som ikke
ligger pa geodaeten mellem v og w. Vi far altsa:

> dw) =D ow) +q¢) d(w) for n>2 (8)
d(v,v')=1 d(v,w)=n+1 d(v,w)=n—1
d(v' ;w)=n

Vi har derfor relationen

Ti0T, =Tht1+qTh1 for n>2 (9)
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som giver os det rekursive udtryk
Tn+1 = T1 e} Tn —q Tn—l for n Z 2 (10)

Vi har nu etableret induktionsskridtet. Vi starter induktionen
med n = 1,2. Ty findes ud fra T? = T;oT; analogt til (9),
men nu er n = 1, sa tilfeeldet d(v,w) = n — 1 svarer til v = w, og
alle ¢ + 1 naboknuder v’ til v opfylder d(v,v") = 1,d(v',w) = n.
Dette giver:

T10T1 :T2 +(q+1) TO (11)

dvs.
To =T —(¢+1)TY (12)
og vi kan starte induktionen. O

Notation 2 Vi indfgrer polynomierne Py, Py, ... ved
n .
— Z ¢l FI
j=0

Séledes at T,, = P,,(T1). Bemark at F kan veere en operator eller
et tal i C.

Enhver egenfunktion ¢ for T svarende til egenveerdien A op-
fylder, at

=>"d T{(9) Z IN ¢ = P,(\)¢
j=0 j=0

Dette giver os et redskab til at forsta T,, for en funktion ¢ med
T1 ¢ = A¢: Vi skal blot forsta T, for en vilkarlig egenfunktion
o € Cv"X) gvarende til samme egenveerdi T1 o = Ao, for da
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vil T, skalere ¢ og o med samme faktor P,(\). Vi opsummerer
i nedenstaende setning og begynder derefter sggningen efter en
egenfunktion o, som tillader os at udregne faktoren P, ().

Korollar 6 For ¢ € C**"*(X) gelder:
Ti(p) =X = Tp(®)=PFP.(N)p VYneNy (13)
O

Sfxriske funktioner

Givet A € C sgger vi en egenfunktion o for T; svarende til
egenvaerdien A, som tillader os at udregne P,(\). Ved ovensta-
ende korollar kan vi skrive T, (0) = P,(A)o. Specielt geelder
[Tr(0)](0) = Py(N)o(o). Kreever vi ydermere o(o) = 1, bliver
foregaende ligning

d(o,w)=n

Antag, at o er rotationsinvariant om o, dvs. vi kan skrive o(w) =
s(d(o,w)). Sa bliver alle led ens i ovenstdaende sum, sa vi far

Po(\) = # (Cp(0)) s(n) for neN (14)

hvor Cp(v) = {w € vert(X)|d(v,w) =n}. Vi er interesserede i
funktioner o, der opfylder ovenstaende betingelser. I [TWO03] kal-
des sddanne funktioner sfaeriske:

Definition 7 ([TW03]) Lad A € C. Funktionen o : I' — C kaldes
en sferisk funktion svarende til A, hvis den opfylder:
1. o er invariant ved rotation om o
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2. Ti(o) = Ao
3. 0(0)=1

Vi vil nu finde en forskrift for en sfeerisk funktion. Fremgangs-
maden er antydet i [TWO03]. Vi begynder med at betragte ekspo-
nentialfunktionen exp, : vert(X) — C defineret ved exp,(w) =
rdew)  Bemeerk, at exp, er rotationsinvariant, og exp,(0) = 1.
Udregner vi [T (exp,)] i et v # o far vi

[T1 (exp,)] (v) = 79O
d(v,w)=1

= qrd(ovv)+1 _|_ ,rd(U,’l))fl

= (gr +r7 ") exp,(v), (15)

da v har ¢ naboer w, sa d(o,w) = d(o,v) + 1, og én nabo, sa
d(o,w) = d(o,w) — 1. Udregnet i o far vi:

[Ty (exp,)] (0) = S o)

d(o,w)=1
=(¢g+1)r (16)

Hvis r opfylder A = gr + !, vil transformationen T; skalere
exp, med faktoren A i alle punkter v # o. For at have en sfaerisk
funktion mangler vi kun, at funktionen ogsa skaleres med A i o.
Ligningen A\ = gr + 7! er sekvivalent med ¢r2 — A\ +1 = 0. Vi
skriver {ry,r_} for mengden af rgdder i qu? — \u + 1, séledes
at [T1(exp,,)](v) = Av for v # 0. Vi finder den sfeeriske funktion
som en linearkombination

0 = a4 exp,, +a_exp,_ (17)
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En sddan linearkombination er rotationsinvariant og opfylder

[Ty (0)] (v) = Ao (v) for v#o (18)
[T (o)) (0) = (¢ +1) (a4r4 +a-r-) (19)
o(0) = ay +a_ (20)

Hvis vi afstemmer koefficienterne a4 oga_, sa (¢+1) (axr4 +a—r_) =
Aogay +a_ =1, vil o veere en sfeerisk funktion som gnsket. Vi
finder passende a+ ved at skrive disse to ligninger som

((q +ry (¢+ 1)7”—) <a+> _ <A>
1 1 a_ 1

For ry # r_ eller tilsvarende X ¢ {+2,/g} kan dette inverteres til

ar) 1 I —(g+1)r_) (A
a_)  (g+D(ry —r_) \-1 (¢+1)ry 1

Vi konkluderer for ry # r_, at 0 = ayexp,, +a_exp,_ er en
sfeerisk funktion svarende til A med ay og a_ givet ved:

A—(g+1Dr 4 = A latDry
(+1)(ry —7r-) - (gDl —ry)

a4 =
Da r+ er rodderne i qu? — A+ 1 = q(u — r4)(u — r_), har vi
A = q(r+ +r_), sa koefficienterne bliver til

qry — - y - -
(q+1)(ry —7r-) - (g D(r-—ry)

a4 =

Vi kan nu give en forskrift for en sfeerisk funktion ved at indsaette
exp, (w) = rdlow) § (17):
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Saetning 8 Antag A\ ¢ {£2.,/q} og lad {r,r_} betegne rodderne
i polynomiet qu®> — Au+ 1. Da er o : v+ syx(d(0,v)) en sferisk
funktion svarende til egenverdien X, hvor sq \(n) er givet ved

Sga(n) = ayr’ +a_r”

med koefficienterne
1 —7r_ 1 —
0 = <qr+ r ) 0 — <qr r+> (21)
qg+1\ry —r_ qg+1\r_ —ry

Middelvardi over en cirkel

Vi antager nu, at ¢ : vert(X) — C opfylder T; ¢ = Ap. Ved
korollar 6 har vi T, (¢) = P,(\)¢, sé for at forsta T,,(¢) skal vi
bare kende P, (). I beviset for fglgende korollar bestemmes denne
veerdi vha. den netop udregnede sfeeriske funktion o

Korollar 9 Antag, at ¢ € C*"™"X) opfylder T1(¢) = A\ med X ¢
{£2,/q}. Da gelder

Tn(¢) = #Cn(0)sga(n)o  VneN, (22)
hvor sq A(n) er som i ovenstdende setning, og
Cr(v) = {w € vert(X)|d(v,w) = n}

Bevis. Lad n € Ny veere givet. Det folger af korollar 6 at T,,(¢) =
P, (M\)¢. Vi konstruerer den sfzeriske funktion o svarende til A som
beskrevet i seetning 8. Da Ti(0) = Ao, har vi T),(0) = P,(\)o,
og ved udregning i o ser vi:

d(o,w)=n
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Da o(v) = s4,1(d(0,v)), bliver ovenstéende til

Pn()\) =# (Cn(o)) Sq,)\(n)
]

Vi kan nu skrive den gennemsnitlige vaerdi af egenfunktionen ¢
over en "cirkel med radius n og centrum i 0", dvs. over alle knuder
i afstanden n til 0. Vi har nemlig ved (22), at

5 ot = T —simote) @)

d(o w)=n (0)

#(Cn(0))

Ved at specialisere til Cayley-grafen for den fri gruppe og vaelge
¢ = Xe : v > exp(ic - Log(7))
far vi den karakteristiske funktion for Log(Y;,):

Korollar 10 Den karakteristiske funktion f,, for fordelingen af
Log(Yy) kan udregnes ved flg. procedure: Skriv ¢+ 1 = 2m og lad

AMe) = Zicos(ej)
j=1

Hvis Ae) ¢ {+2,/q}, lader vi ry og r1 vere rodderne i qu? —
Ae)u+ 1 og skriver

0 = 1 <qr+—r_> o — 1 <qr_—r+> (24)

qg+1\ry—r_ qg+1\r_ —ry

Da er den karakteristiske funktions verdi i € givet ved

fun(€) = ayrf+ar” (25)
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Beuvis. x. er multiplikativ, sa vi har

[Tl(Xe ( Z Xe ) Xe )
wl(

(8)=1

Egenveerdien i parentesen til hgjre kan skrives

Z )+ xela; ') =D exp(e;) + exp(—¢j)

Jj=1

Hvilket giver udtrykket for A(e). Vi har nu T1(xe) = A(€)xe, sa
ved ligning (23) kan vi skrive udtrykket for den karakteristiske
funktion som

Z Xe(7) = Sga(e) (M)Xe(e) = Sgae) (R)

wl(y)=n

Jun () #n

for A\ ¢ {42,/q}. Konklusionen fglger ved at udregne s, y()(n)
med proceduren i ssetning 8. O

Konvergens af logaritmen i den fri gruppe

Vi er nu klar til at vise, at fordelingerne n(n)u, konvergerer mod
en normalfordeling for en passende normalisering 1 : Ry — R. Vi
gar frem ved at vise den punktvise konvergens af de karakteristi-
ske funktioner f,, for v, = n(n)un,, dvs. at

fon () = fu, (n(n)t)

konvergerer for alle t. Jo leengere ord v vi har, desto stgrre kan
Log(7) blive. For at fa en normaliseret stokastisk variabel n(n) Log(Y},)
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vil vi derfor sgge n blandt funktioner med n(z) — 0 for x — oc.
Korollar 10 giver en procedure for at udregne f,,, (¢ = n(n)t). Be-
meerk, at r4+ og a4+ i dette udtryk athsenger af n, og at vi veelger
vores variable i rackkefglgen:

n = e=nn)t = N = r+ = ax

Vi vil nu undersgge, hvordan hvert led i kaeden opfgrer sig for
n — oo og fastholdt t. Da n(n) — 0, vil e = n(n)t — e for alle
n—oo

t, og for € — ¢ har vi
m
Ae) = QZCOS(E) —2m=q+1
j=1

Korollar 10 specificerer ikke, hvilken rod navngives r4 og hvilken
er r_. Rodderne i qu? — Mu+1er {1,q7 '} for A = g+ 1, s& vi kan
navngive rgdderne r4 () og r—(\) for hvert A, sidan at:

ry(A) =1 r_(\)—=q? for A —qg+1 (26)

Mere praecist bruger vi rodformlen og skriver r4(\) = AV ”);74(1.
Vi definerer funktionerne a, a_ af en variabel \ ved formlen (24),
hvor vi lader r4, r_ betegne de netop omtalte funktioner af A. Da
ri(\) = 1,7_()\) — ¢~ ! konvergerer koefficienterne:

ar(A) — 1 a_(A\) =0 for X —=q+1
Da A vil afthaenge af € = n(n)t, indferer vi flg. notation:

Notation 3
r+ {€} =1y o)

re[n] =re{n(n)t}  ax[n] = ax o A(n(n)s)
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sa vi kan skrive
Fun()5) = (ai[n] s [0])" +a-[o] (r-n])" ) (27)

De relevante graenseovergange er

n(n)t — 0 n — 0o
A(e) - q+1 e—=0
(re(N),7-(\) = (LgY) A= q+1
(a+(N),a—(N) — (1,0) A—=q+1

Ovenstéaende giver specielt |r_[n]| < 0.9|r4[n]| for n tilstrackkeligt
stor, s vi har (r_[n])" = o[(r4[n])"] for n — cc.

For samme greenseovergang har vi ay[n] — 1, a_[n] — 0, s& (27)
bliver asymptotisk:

fun(n)t) -~ (re[n])" = (rs {n(n)t})" (28)

for n — oo. Bemeerk ligheden af (ry[n])" med udtrykket (1 +
¢/n)", som opfylder

(I+¢/n)" — € for n— oo
Ligning 30 nedenfor generaliserer dette for at finde lim,,_,o (74 [n])"™:

Lemma 11 For en differentiabel funktion g defineret pa (0,0) med
g(x) = 1 0g ¢'(x) = 0y for x — 0 geelder, at

g(:n)% — e x—0 (29)
Specielt far vi ved valget x = 1/n, at

g(1/n)" — 2 n — 0o (30)
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Bewis. Skriver vi logaritmen af venstresiden, far vi

10g(g($)1/z) _ logz(‘r) ~ (logi,(x))/ _ gg,((;:)) — Oy

hvor vi bruger I’'Hopitals regel. O

Funktionen ¢ i lemmaet skal nu veelges, sa
g(1/n) = (re[n))" = (4 o A(n(m)))" for neN

Vi skriver definitionen af den indre funktion A(n(n)t) ud:
- L s B
Au(n)t) = 23" cos(n(n)t) =23 |1 = Tnn)? + Zn(n)* -
j=1 j=1 :

og bemeerker, at det lignende udtryk

m 2 t4 )
. _ _ 3 J 2.
AT — —22[1 2:c+4!33 ]

er kontinuert differentiabel med X (0) = — 27 t?-. Da \(z) =
A(y/xt) for x > 0, far vi

AVat) = =t = —|t]?
j=1

for x — 0. Dette antyder valget

9(z) =14 0 A(Vzt)

Vi kan differentiere A — 74 (\) via rodformlen, sa pa omradet

A ¢ {£+2,/q} har vi:

1 A 1
L) =

—+ —
2¢  2q/A2—4¢ q-1

for X—»>qg+1
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Ved kaedereglen kan vi skrive

1#]?
q—1

[Osrs 0o MVat)] ey — — for xop— 0

Da r4 {y/zt} — 1 for z — 0, giver lemma 11

() o () e

Det folger af (28), at den karakteristiske funktion f,,, for Log(Y,)/v/n
&
-1

opfylder
2 1
105 (35) o (L) o ()

Graensefunktionen pa hgjre side er den karakteristiske funktion for
normalfordelingen med variansmatrice I/(m — 1). Vi konkluderer
ved Lévy (saetning 2), at fordelingen af Log(Y;,)/y/n konvergerer
svagt mod denne normalfordeling. Vi husker definitionen 3 af svag
konvergens og konkluderer:

Saxtning 1 (forenklet variant af [PR05]) Lad Y;, veere ligefordelt
pa I'y. For Borelmaengder B C R™, hvor Lebesgue-malet af 0B
er 0, gaelder

—1N\"/2 m—
g (Loiq(ﬁi%) © B) oo <m2 1) / ez el gy
n e B
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Anvendelse

Vi lader nu m = 2 og vender tilbage til byen Z? fra begyndelsen
af artiklen. Hvad er mon sandsynligheden for at ende leengere
end 10km vaek fra startpunktet efter at have kgrt en 100km lang
tur uden u-vendinger i Z2?? Husk, at den stokastiske variabel Y},
repraesenterer en tilfaeldig n kilometer lang rute med start i (0,0).
Log(Y,,) er slutpunktet for denne rute. Det gnskede udfald kan
derfor skrives som
| Log(Yioo)l| = 10

Hvis vi lader m = 2 og veelger B = {x € R?|||z| > 1}, giver
seetning 1

1 212
P (|| Log(Ya) > V) = —— i/ e
ll=[>1

n—00 2

P(||Log(Yi00)|| > 10) er det 100. led i denne folge, sa vi gaetter
pa, at det ligger teet pa greenseveerdien pa hgjresiden. Integralet
kan udregnes ved at gé over til polaere koordinater med radius
betegnet ved R og derpa substituere S = R?/2:

1 I R < g ~1/2
—/ e 2dx:/ e 2 RdR = e ’dS=e
27 J)|z|>1 R=1 S=1/2

Vores tilneermede sandsynlighed for at ende lsengere end 10km
vaek fra startpunktet er altsa:

P (|| Log(Yigo)| > 10) ~ e Y2 =~ 0,607

At dette overslag er preecist kan ses pa nedenstaende plot, hvor
vi sammenligner med de eksakte vaerdier af P (|| Log(Y,)|| > v/n)
udregnet med computer.
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0.8 4
osr - -g-a--B--3-Oo-8-8--B--0

0.4r 1

0 50 100 150 200 250 300

Figur 3 plot med n pa forsteaksen og P (|| Log(Yy)|| > v/n) pa
andenaksen. Den stiplede linje er e=1/2,

Computeren begynder s& smat at give op for n stgrre end 300
med den algoritme, vi anvender — her kan vores graensevardisaet-
ning heldigvis tage over.
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