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Den almindelige, den gode og den smarte

Tre beviser for at ethvert primtal p =1 (mod 4) er en sum af to kvadrater

Pia Mikkelsen

De fleste af os har i lgbet af vores karriere som matematikstuderende stiftet be-
kendtskab med ovenstaende kendte satning. F.eks. i forbindelse med naermere
granskning af Anders Thorups 2 AL noter [1].

Saetningen gar tilbage til Fermat. -Fermat opskriver satningen, men giver ikke
noget bevis for sin pastand.

Der er dog senere blevet givet en lang raekke beviser for denne sztning (bl.a. af
Euler, Lagrange og Dedekind), og vi skal her se nzrmere pa tre forskellige ind-
gangsvinkler.

Den almindelige

De fleste af os har nok for set et bevis baseret pa teorien om kvadratiske talringe
(se f.eks. RNG.6 [1]). -Mere praecist betragtes Gauss’ talring

Zji) ={z+yi|x, y€Z}.

Elementerne i Z[i] kaldes gaussiske heltal.
Ved = menes kompleks konjugering og vi minder kort om, at normen N : Z[i] —

7,
x4 yi — (x+yi) (x +yi) = 22 + 3%,

er multiplikativ. Det er desuden nemt at overbevise sig om, at der for et element
a € Z[i] geelder:
N(a)=1 < «eren enhed i Z]i].

(Se evt. s.211 [1]).
Hvis p er reducibel i Z[i] -d.v.s. hvis der findes en oplgsning

hvor «, [ ikke er enheder i Z[i], ma



Da « og (3 ikke er enheder, er N(«), N(/3) positive heltal forskellig fra 1, sa
N(a) =p. Le. hvis a = x + yi, er

p=N(a) =2+

Hvis vi kan vise, at p er et reducibelt element i Z[i], har vi altsa vores gnskede
saetning. Da Z[i] er et PID ( se s.217 [1]), er de irreducible elementer netop prim-
elementerne, sa det er nok at vise, at p ikke er et primelement i Z[i], i.e. vi soger
a, € Z[i] for hvilket der galder, at p gar op i a3, men p gar hverken op i «
eller 3. Til dette benyttes folgende szetning ogsa kendt som "Fgrste supplement
til den kvadratiske reciprocitetssaetning":

Seetning 1. Lad p veere et primtal og antag p = 1 (mod 4). Da findes et heltal
n, sa
pn®+1.

Bevis. Iflg. Fermat’s lille Setning (se GRP. 4, s. 82 [1]) galder der for ethvert
heltal z primisk med p, at

27

0 (mod p).

Dap =1 (mod 4), skrives p—1 = 4k. For ethvert heltal z primisk med p , gaelder
saledes, at

plz¥* —1= (" +1) (z*-1).

Da p er et primtal, ma p ga op i 2%¢ + 1 eller 2%¢ — 1. Le.
24+ 1=0 (modp) eller z** —1=0 (mod p).

Tallene z = 1,...,p — 1 = 4k er alle primiske med p og altsa lgsninger til en af
ovenstaende kongruenser. Da Z, er et legeme og altsa specielt et integritetsom-
rade, har polynomiet

2 —1€7Z,7

hojst 2k rodder (se POL 3, s.236 [1]). Derfor findes et heltal z blandt tallene
1,...,4k, 34 22 + 1 =0 (mod p). Swttes n = 2* fas det gnskede. O

Der findes altsa et n, sa
pln®*+1=(n+i)(n—1i).

Da 2 + %i ¢ Z[i], gar p hverken op i n + i eller n — i og p er saledes ikke et
primelement i Z][i].



Den gode!?

Denne udgave af vores bevis bygger pa fglgende seetning:

Thues saetning. Lad n > 1 veere et naturligt tal og lad &k vaere det mindste
heltal, siledes k > /n. -D.v.s. k —1 < \/n < k. For ethvert heltal a primisk med
nfindesx, ye N,;saz, y<k—1og

ay = tx (mod n).
Bewvis. Betragt tal pa formen
ay+x, z,ye{0,1,....k—1}.

Da der findes k2 > n sadanne tal og kun n restklasser modulo n, ma mindst to af
tallene ligge i samme restklasse (Skuffeprincippet). Der findes altsa 1, y1, x2, y2 €
{0,1,...,k — 1}, hvor

1 —x9 £0 eller y; —ys #0
0g

a(y1 —y2) = a9 — 21 (mod n).
Desuden ma der gaelde, at

0< |ZL’2—ZL’1|, |y1—y2| <k-1.

Antag nemlig xo — x; = 0. S& gar n op i a(y; — y2). Da a og n er primiske vil n
ga op iy, — yo, hvorfor y; — yo = 0. Ligeledes giver y; — yo =0, at x5 — 21 = 0.
Vi kan antage, at y; > yo. Seettes

To — 1 hvis 29 > 171

Y=Y — Y2 0g x:{gl_@ hvis z; > 29

fas den gnskede kongruens. O

Vi sa i foregaende bevis, at hvis p =1 (mod 4), har kongruensen
Z2+1=0 (modp) (1)

en lgsning. Da en sadan lgsning z er primisk med p findes, iflg. Thues Seetning,
r, y € N, sa
yz=+x (mod p)

og z, y < /p. Af kongruensen (1) haves sa, at
yv’22 +y*=0 (mod p),

hvorfor
??+y*=0 (mod p).
Men da 22 + 3% < 2p, ma 22 + 2 = p.



Den smartels)

En afbildning o : S — S kaldes en involution (eller involutorisk), hvis den er
selvinvers, i.e. hvis 02 = Idg. For en involution ¢ givet pa en endelig maengde S
haves, at

Lemma 2.
|S| er ulige < o har et ulige antal fixpunkter .

Specielt ma en involution, givet pa en mengde med et ulige antal elementer, have
mindst ét firpunkt.

Bewvis. Ved

(@,9,2) ~ (2, ) & (2,y,2) = (&, ¢, 2) Volz,y, 2) = (&, 2)

defineres en wkvivalensrelation pa S. Akvivalensklasserne indeholder praecist et
element, hvis dette er et fixpunkt, og ellers 2. Da akvivalensklasserne udggr en
klassedeling pa S, kan elementantallet |S| findes som summen af elementantallet
i hver akvivalensklasse. Involutionen ¢ har altsa et ulige antal fixpunkter netop
hvis |S| er ulige. O

Betragt nu den endelige mangde
S:={(z,y,2) € N’ |2® + 4yz = p}.

Det er klart, at S # (), da (1,1,k) € S, p = 4k + 1. Betragt desuden afbildningen
c:95—95":

(r+2z,z,y—x—2) hisz<y—=z
o: (ry,2)— ¢ Qu—z,y,r—y+2) hisy—z<z<2y .
(r —2y,x —y+2z,y) hvisz >2y

Et punkt (z,y,2) € N3, hvor z = y — 2z eller z = 2y, ligger ikke i S, da p er
et primtal. Derfor er o defineret pa hele S. Ved udregning ses desuden let, at o
faktisk afbildeder ind i S. Vores afbildning o er saledes veldefineret.

Faktisk er o involutorisk og har netop ét fixpunkt. Betragt nemlig de tre tilfaelde

e Hvisx <y—=z2:
Da x4+ 2z > 2z, er
o (z,y,2) = o(xz+2z,2,y—1—2)
= ((x+22)—2z,(x+22)—z+(y—x—2),2)
(z,y,2).



e Hvisy — 2z <x < 2y:
Day—(r—y+2)<2y—axz<2yer

02 (l’,y,Z) = 0(2y—x,y,x—y—|—z)
= -Qy—2),y,(2y—2)—y+(r—y+2)
= (v,y,2).
e Hvis x > 2y :
Dax—2y<(x—y+z)—yer
o’ (z,y,2) = o(z—2y,z—y+2y)
= (@ =2y) 425y (x—y+2)—(r—2y) —y)
= (v,y,2).
Le. 02 = 1dg.
Det er umiddelbart, at der for et eventuelt fixpunkt (x,y,z) € S, ma gelde, at
y— 2z <x<2yogisafald er x = y. De mulige fixpunkter i S har altsa formen
(x,z,z) og opfylder
2%+ dvz = x(z + 42) = p.
Da p er et primtal, ma x = 1 og z = k, hvor p = 4k + 1. Afbildningen ¢ har altsa

netop ét fixpunkt - nemlig (1,1, k).
Iflg. vores Lemma er |S| ulige og involutionen

(z,y,2) = (2,2,y)
har ligeledes et fixpunkt i S. For dette ma gaelde, at y = z og altsé er 22+ (2y)? =
.

Det folger umiddelbart af vores seetning, at ethvert heltal, der er et produkt af
primtal = 1 (mod 4), kan skrives som en sum af to kvadrater, idet

(2% +y*)(a* + b*) = (za + yb)2 + (zb— ya)2 )

Ingen af vores beviser ovenfor er konstruktive, men der findes faktisk konstruktive
beviser. Et sadant bevis findes bl.a. i [4], som bygger pa teorien om kvadratiske
rester.

Man kan desuden spgrge sig selv om opskrivning af primtal = 1 (mod 4) som en
sum af to kvadrater er entydig? Svaret er ja til og med ombytning og fortegn.
Dette kan vises pa flere mader. F.eks. folger det af entydig primfaktorisering i
Z[i]. Ellers antag, at p = * + y* = a* + b*. Da der som for naevnt findes heltal z,

s 22 = —1 (mod p), sluttes

= -y =2 (mod p)

a®> = —b* =2 (modp).



Da er

r = Z£zy (mod p)
+2z (mod p)

og ved eventuelt at erstatte y med —y eller b med —b, kan vi antage, at

zy  (mod p)
zb  (mod p).
Altsa ma
ra = 2*yb= —yb (mod p).
Da

p* = (2 +y*)(@® + %) = (za+yb)’ + (2 — ya)®

og p gar op i xa + yb, er p? her skrevet som en sum af to hele ikke-negative tal
begge delelig med p?. Derfor ma et af disse tal veere nul.

Hvis xa = —yb, gar x op i b, da x og y er primiske. Tilsvarende sluttes, at b gar
op i x. Le. z = &b, hvorfor 22 = b2 og y* = a?. Hvis xb — ya = 0 fas tilsvarende,
at 22 = a® og y* =V [4].

[1] A. Thorup, Matematik 2AL, Algebra, 2.udg., 2.oplag, Matematisk Afdeling,
Kgbenhavns Universitet, 1998.

[2] T. Nagell, Introduction To Number Theory, Kapitel VI, s. 122-123, 188-189,
John Wiley & Sons, Inc., New York, 1951.

[3] D. Zagier, A One-Sentence Proof That Every Prime p = 1 (mod 4) Is a
Sum of Two Squares, American Mathematical Monthly, s.144, Bind 97, 1990. [4]
C.U.Jensen, Matematik 3AL, Klassisk Algebra, HCO Tryk, 2000.



Trekantens medianer
Nicolaj Strands

Side-9 seetningen er i dette nummer hentet fra plangeometrien. Der er tale om et
overraskende resultat vedrgrende medianerne i en trekant.

Side 9-seetningen. FEn Trekants medianer skerer hinanden i et punkt og deler
herved trekanten op i 6 mindre trekanter. Centrerne for disse trekanters omskrev-
ne cirkler ligger pa en cirkel.

Beuvis. Vi betegner midtpunkterne af trekantens sider D, E og F' og medianernes
skaeringspunkt med G. Lad desuden Oy, Oy, O3, Oy, O5 og Og veere centrer for
de omskrevne cirkler for ADBG, ABFG, AFAG, ANAEG, AECG og ACDG (se

figuren).



Linjen O30, er midtnormal til AG da |O3A| = |O3G| og |O4A| = |O4G|. Pa
samme made er OgO; midtnormal til GD. De er altsa begge vinkelret pa AD og
deres indbyrdes afstand er %|AD|. Tilsvarende er O;05 og 0405 vinkelrette pa
BE med indbyrdes afstand 3|BE).

Lad K vere skaringspunktet mellem linjerne 0105 og O304 og L skeerings-
punktet mellem 0405 og O,0¢. Betragt parallelogrammet KO,LO;. En hgjde
i parallelogrammet er afstanden mellem de parallelle linjer O304 og O10g, dvs.
den er £|AD|, sa parallelogrammets areal er

1

Den anden hgjde i parallelogrammet er afstanden mellem de parallelle linjer KO,
og LO4 som er %|BE| Parallelogrammets areal er altsa ogsa

Altsa er
|AD||KO4| = |BE||KO,|
eller
KO\ _ |AD| "
|[KO4|  |BE|

10



Vi ser nu pa AK0O,03. Vi har
KO;1 BG, 0,031 FG, KOs;l1AG,

hvoraf
/KO;03 = /BGF og /K0O30,=/FGA. (2)

Sa far vi i AKOQOg at

0 KO3 = 180° — LK 0303 — KO30,
= 180° — ZBGF — ZFGA
= 180° — ZLBGA = ZDGB.

En linje gennem C parallel med BG skarer AG i M. Sa er
LMCG = ZBGF = LZK0Oy03 0gZMGC = LFGA = ZKO30,
hvor vi har brugt (2). Dermed er AK 0,03 og AMCG ensvinklede sa

|[KOo|  [MC|

Nu er AMCD og AGBD kongruente fordi de er ensvinklede og |C'D| = |BD|.
Sa er 5 5
|IMG| =2|GD| = §|AD\ og |MC|=|GB|= g\BE|

Dette giver sammen med (3) og (1) at

KOs _|MG| _|AD| _ |KO,|
KOy ~ [MC| ~ [BE| ~ [KOi

eller
[KO||[KO4| = |[KOs]|[KO,|.

Dette medforer ifglge korde-sekantsetningen at punkterne Oy, O, O3 og Oy ligger
pa en cirkel. Pa samme made ligger Oy, O3, O4 0g Os pa en cirkel og Oz, Oy, Os
og Og ligger pa en cirkel. Da cirklerne to og to har tre punkter til faelles ma de
vaere sammenfaldende. O

Kilde: Matematiske miniaturer, Jens Carstensen og Alija Muminagi¢.
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Praemieopgaver
Mikkel Abrahamsen

Denne uge stiller vi to opgaver, hvor kun den fgrste er bare en anelse puzzle-agtig.
Husk, at der er mulighed for at vinde en my(s)tisk flaske!

Den onde

Sune (’05) havde engang en mangde. Han var rigtig glad for sin mangde, og
brugte meget af sin tid pa at betragte og beundre den. Mangden var skrevet op
kun vha. krgllede parenteser og kommaer. Desvaerre skete der det uheldige, at
Sune (ved en fejl selviglgelig) kom til at opbevare sin maengde et lidt usikkert
sted. Uheldigvis tog en fael kanalje chancen og lemlaestede Sunes mangde ganske
udtalt. Den fale kanalje tog nemlig en gevaldig mukkert og en ambolt frem, og
hamrede alle de krgllede parenteser helt rette. Da Sune fandt sin maengde igen
var der til hans altoverskyggende aergrelse kun fglgende tilbage:

[ T T TS T T T

Opgaven lyder nu: hjelp Sune med at rekonstruere mangden, og gor rede for
entydigheden af rekonstruktionen!

Den virkeligt sadistiske

Lad for ethvert naturligt tal n € N o(n) vaere summen af divisorerne i n. Altsa
er fx 0(3) = 4 og 0(12) = 28. n siges at vare overvegtigt hvis o(n) > 2n. Et
naturligt tal m siges at veere forarskadt hvis det ikke kan skrives som en sum af
to overvaegtige tal.

Afggr om der findes forarskade tal. Afggr i bekraeftende fald om der er en
ovre graense for hvor store de kan veere, og find i bekraeftende fald det storste
forarskade tal.

12



Opgavebesvarelser

Taus Brock-Nannestad

Lgsningen til sidste nummers pramiepuzzle kan ses her:

;P S 2 4 S 2 S 1 2

I S
T2 131415161179 842
4o | 7112181954344
28 | 5917143112643
44106 2181|7315 9%1
SE3 (1814|956 | 7| 293
2719516 | 312181 4+3
3o (8|61 | 2149|3742
3Pl 4131971826544
19 2 7135|064 ]8]| 143

T S S S S

1 4 3 2 3 3 2 2 4

Der blev modtaget korrekte besvarelser af: Kirsten Andersen, Louise Licht,
Rune Kaasen, Pablo V. Holm-Nielsen, Helle Petersen og Mads Birkholm.

Efter konsultation med en passende tilfeeldighedsgenerator har redaktionen
fundet frem til, at vinderen er Mads. Tillykke! Den mystiske praemie kunne darligt
vaere mere mystisk. Det drejer sig nemlig om en flaske Mystery. Den kan hentes
hos redaktionen ved lejlighed.
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> plot([sqrt(abs(x))+sqrt(1-x~2),sqrt(abs(x))-sqrt(1-x~2)1,
=-1..1,color=red,axes=none,thickness=3);
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Fire farver er nok
Karl Malassé

100 ar i tvivl

Et kort kan farves med fire farver, sa omrader, som har en grense til felles,
far forskellige farver. Problemstillingen blev forst formuleret af Francis Guthrie i
1852, og fik en afklaring, da det fgrste bevis for 4-farve-seetningen kom i 1977. Det
to-delte bevis kom forst fra K. Appel, og W. Haken[1|, og senere sammen med J.
Koch|2] for den anden del. Et lignende, men nemmere bevis kom nzesten 20 ar
efter fra Neil Robertson, Daniel P. Sanders, Paul Seymour og Thomas Robin[5].
Disse er de to eneste tilgaengelige beviser for 4-farve-satningen. Jeg gengiver her
de begreber fra grafteori, som er ngdvendige for forstaelsen og giver et overordnet
indblik i bevisernes felles ramme.

Kort VS. graf

En farvning af Sjellands amtskort med fire farver (her er
det mgnstre) ses pa figuren til venstre. Kgbenhavns Amt og
Storstroms Amt er prikket, Vestsjellands Amt og Frederiks-
borg Amt er gitret, Roskilde Amt er stribet, og det eksterne
omrade (havet) er ifort sma krydser. Naboomrader, altsa om-
rader, som har en graense til faelles, har forskellige farver, og
fire farver er ogsa her det mindste antal farver, sa dette er til-
faeldet. Roskilde amt, Kgbenhavns amt, og Frederiksborg amt
er nemlig indbyrdes naboer, og alene dér skal der bruges tre farver. Disse omra-
der er allesammen naboer til det eksterne omrade, og farven i dette omrade skal
derfor vaere forskellig fra de tre gvrige. Resten af farvningen fglger nemt.

Skulle man bevise 4-farve-seetningen udfra ovenstaende kort-formulering, skul-
le man definere formelt, hvad der forstas ved et kort. En definition vil medtage
topologiske informationer, sasom afstand og omraders indbyrdes placering. Disse
oplysninger er irrelevante i vores sammenhaeng. En farvning af et omrade for-
udseztter blot kendskab til naboernes farve. Vi kan derfor med fordel definere
en symmetrisk relation R pa mangden V' af omraderne, ved at to omrader er
i relation, safremt de er naboomrader. Udfra denne relation kan vi konstruere
mengden £ = {(v,w) | vRw, v € V, w € V}. Parret G = (V, E) kaldes den
duale graf til kortet.

Duale grafer er blot en lille maengde af, hvad der normalt forstas ved gra-
fer i grafteori. Givet en ikke-tom mangde V og en (muligvis tom) maengde
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E = {(v,w) |v,w € V}, er parret G = (V, E) en graf. Elementerne i V' kal-
des normalt knuder, og V siges at veere knudemangden. Elementerne i £ kaldes
normalt kanter, og F siges at veere kantmaengden. For os er elementerne i kant-
mangden uordnede par, hvorfor de grafer, vi har med at ggre, er uorienterede.
Hvis kanten (v, w) findes, siges v og w at veere naboknuder. En akvivalent pro-
blemstilling af 4-farve-problemet er nu at farve knuderne i den duale graf med
fire farver, sa naboknuder ikke far samme farve.

En reprasentation af en graf kan have forskellige egenska-
ber. Sarligt er vi interesseret i de grafer, som kan reprasen-
teres saledes, at grafens kanter ikke mgdes andre steder end
i faelles endeknuder. Disse typer grafer kaldes planare grafer,
og en sadan repraesentation kaldes en planar reprasentation.
Man begyndte formentligt at interessere sig for denne type gra-
fer netop i forbindelse med 4-farve-problemet. Specielt er den
duale graf til et kort en planar graf, og en planar repraesenta-
tion af den fas ved, at en hovedstad udpeges i hvert omrade, og to hovedstaeder
forbindes med en kant, safremt deres respektive omrader har en granse til feelles.
En planar reprasentation af den duale graf til Sjaellands amtskort ses pa figuren
herover til hgjre.

Om en graf er planar eller ej kan vaere sveert
at afggre. At en graf er planar er ikke ensbe-
tydende med, at samtlige repraesentationer af
den er planare. Omvendt er det ikke fordi, der
ikke findes en umiddelbar planar repraesenta-
tion af en graf, at den ikke er planar. Pa figur

(a) (b) 1(a) er en planar graf illustreret med en planar
repraesentation. Pa figur 1(b) er illustreret en
ikke-planar repraesentation af den samme graf.

De planare grafer, som er relevant for os, er
dem, som er maettet i kanter, d.v.s planare grafer, som mister planariteten ved at
tilfaje blot én kant. Grafer med denne egenskab kaldes for maksimale planare
grafer. Den planare graf repraesenteret pa figur 1(a) er en maksimal planar graf
med fire knuder.

En planar tegning af en planar graf inducerer en naturlig inddeling af tegne-
planen i flader. Fladerne har kanter fra kantmaengden som granse og udstyrer
grafen med et topologisk aspekt. En planar tegning af en planar graf har saledes
flader, men det har en graf ikke.

En 4-farvning af en graf er en farvning af grafens knuder med fire farver,
sa naboknuder far forskellige farver. Formuleringen af 4-farve-problemet i graf-
versionen omfatter lidt flere grafer end de grafer, som kan vaere duale. Dog for-
bydes kanter af formen (v,v),v € V, for ellers vil en knude vaere nabo til sig
selv. En sadan kant kaldes en lgkke. Problemformuleringen af 4-farve-problemet
i graf-versionen betegnes fra nu af 4CT, og er som folger.

Figur 1:
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Hovedsaetning (4-farve-setningen). Enhver lgkkefri planar graf kan 4-farves.

Minimale modeksempler

En vej er en fglge af forskellige knuder vy, . .., v,,

hvor kanterne (v, v;41)1<i<n er 1 kantmeeng- U U U5 U U U5
den. En graf siges at vaere sammenhaengen-

de, safremt der findes en vej mellem to vilkarli-

ge knuder. Grafer, som er usammenhangende, U, U T U, U5 Ty
bestar af flere komponenter. Den komponent,

som en knude v er en del af, er den stgrste (a) (b)

sammenhangende delgraf, som indeholder v.

Folgelig har en sammenhsengende graf én komponent. En reprasentation af en
sammenheangende graf ses pa figur (a), medens figur (b) repraesenterer en usam-
menhaengende graf. I den sidstneevnte findes der ingen vej mellem f.eks. v; og
vs. Delgrafen, bestaende af knuderne vs og vg, og kanten (vs vg), er den storste
sammenhangende delgraf, som indeholder bade v3 og vg og er derfor en kompo-
nent. En anden komponent i den samme graf af delgrafen med knudemangden
V' = {v1,v9,v4,v5} og kantmeengden E = {(vq, v2), (v1,v5), (v1,v4), (vs, v2), (v4g, v5)}.

En triangulering er en repreesentation af en planar graf, hvor hver flade
(ogsa den uendelige flade) er en trekant, d.v.s. at de hver er begrenset med
tre kanter. Figurl(a) kan man se et eksempel pa en triangulering. Bemeerk, at
denne graf ogsa er maksimal planar. Dette er ingen tilfaeldighed. Enhver planar
repraesentation af en maksimal planar graf er en triangulering|4, 6].

Antag, at 4-farve-saetningen ikke gaelder. Der findes altsa planare grafer, som
ikke kan 4-farves. Disse grafer er modeksempler til 4 CT og er derfor lgkkefrie pla-
nare grafer. Betragt mangden af alle disse modeksempler. Man kan dele maengden
i minimale klasser ved eksempelvis blot at betragte modeksemplerne med feerrest
knuder eller faerrest kanter m.v., bare de er minimale i en eller anden forstand.

Til vores brug betragter vi de modeksempler, som har feerrest knuder. De er
minimale i antallet af knuder og kaldes af den grund minimale modeksemp-
ler. Graferne i denne klasse har fglgelig samme antal knuder og har den egenskab,
at planare grafer med faerre knuder kan 4-farves, og dette er en direkte konsekvens
af minimaliteten. Er en graf et minimalt modeksempel til 4 CT, medforer det dog
ikke, at planare grafer med samme antal knuder ogsa er det. En formel definition
folger:

Definition 1. Ft minimalt modeksempel til ACT er en planar graf G, som ikke
kan 4-farves, og for enhver planar graf G*, som opfylder, at |G*(V)| < |G(V)],
kan G* 4-farves.

Nar man nu vil vise, at JCT galder, er vores mal at samle sa mange oplys-
ninger som muligt om minimale modeksempler og habe pa, at de er tilstraekkelige
til at vise, at minimale modeksempler ikke findes.
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En undersggelse af minimale modeksempler viser, at det er maksimale planare
grafer[6, 4], og dermed, at enhver planar reprasentation af dem er en triangule-
ring.

Vi definerer graden af en knude v til at veere antallet af kanter, som v er
endeknude for. Folgelig er graden af en knude v ogsa antallet af dens naboer, og
en knude af grad k kaldes en k-knude. En kreds er en vej, som starter og ender
i samme knude. Laengden af en kreds er antallet af forskellige knuder i kredsen.
En kreds af leengde k kaldes en k-kreds.

At et minimalt modeksempel er maksimal
planar medforer, at vi ved praecist, hvordan
nabolaget til en k-knude ser ud. Naboerne dan-
ner nemlig en kreds af leengde £, som illustreret
pa figuren til venstre. Fjerner man kredsens
knuder fra grafen, og alle de kanter, som de
er endeknuder for, far man en ny (usammen-
hengende) graf bestaende af to komponenter,
hvorfor kredsen er adskillende. I det tilfaelde, som er illustreret pa figuren, vil
den ene komponent besta af blot knuden v, da den adskillende kreds bestar af
naboerne. Dette er imidlertid kun et specielt tilfaelde, for kredse kan ogsa adskille
grafen i stgrre komponenter.

En videreundersggelse af minimale modeksempler viser, at de ikke har nogen
adskillende kreds af laengde tre eller fire. Det forste tilfeelde vises senere, mens
beviset for den anden kan findes i [6, 4]. Endvidere ligger de eneste adskillende 5-
kredse i minimale modeksempler omkring 5-knuder. En graf med denne egenskab
kaldes internt 6-sammenhangende. Dette har til folge, at minimale modek-
sempler ingen knuder har af grad tre eller fire, for ellers vil deres naboer udggre
en adskillende kreds af leengde hhv. tre eller fire.

Borte borte ...

At samle oplysninger om, hvordan et minimalt modeksempel ikke ser ud, spiller
en central rolle i 4-farve-problemet. Vi betragter en delgraf G af et minimalt
modeksempel 7', og groft sagt 4-farver induktivt 7\ G og udvider denne 4-farvning
til en 4-farvning af T". Induktionen starter ved grafer med hgjst fire knuder, som
jo trivielt kan 4-farves. Hvis dette lykkes, kan denne fremgangsmade papege nogle
delgrafer, som ikke kan vaere indeholdt i et minimalt modeksempel.

For at kunne bruge denne metode, betragter vi delgrafer med visse egenskaber.
Antag, vi har en 4-farvning af G og betragt to knuder v; og v, i G. Hvis disse
knuder er naboknuder i 7', men ikke i G, har de maske faet samme farve i 4-
farvningen af G, og vi far besvaer, nar vi skal udvide 4-farvningen af G til en 4-
farvning af T'. Vi gnsker derfor at undga dette problem og definerer de delgrafer,
vi gnsker:

Definition 2. G er en induceret delgraf af en maksimal planar graf T, safremt
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G er en delgraf af T og hver kant i T med begge endeknuder i G(V') er i G.

Nar vi betragter en induceret delgraf, har vi brug for at vide, hvordan del-
grafen er indeholdt i den oprindelige graf. En konfiguration er et veerktgj, som
udstyrer en induceret delgraf med oplysninger om knudernes grad i den oprinde-
lige graf.

Definition 3. En konfiguration er en induceret delgraf G af T udstyret med
en afbildning v : G(V) = N, sd Yv € G(V),~(v) = gradr(v), hvor gradr(v) er
graden af knuden v i T

Definition 4. En konfiguration (G,v) indgédr i T, sifremt G er en induceret
delgraf af T og hver knude v i G har grad vy(v) i T.

Et eksempel pa en meget simpel konfigu-
ration er en knude af grad tre. Vi viser her,
at minimale modeksempler ingen 3-knude har.
Lad derfor GG,,, veere et minimalt modeksempel,
og lad v vaere en 3-knude. Som illustreret pa fi-
guren , danner naboerne omkring v en 3-kreds,
som er en adskillende 3-kreds, idet kredsens in-
dre ikke er tom. Betragt nu grafen G, \ {v},

Figur 2: hvor man fjerner v fra den oprindelige graf,

samt alle de kanter som v er endeknude for.

Denne graf har én knude faerre end G,,, og kan induktivt 4-farves, hvor naboerne

til v far tre forskellige farver, da de er indbyrdes naboer. Pa figuren har naboerne

faet farverne rgd, gron, og bla og repraesenteres med deres forste bogstav. Denne

4-farvning kan udvides til en 4-farvning af GG,,, hvor v far den fjerde farve. GG,

kan derfor ikke vaere et minimalt modeksempel, og dermed har et minimalt mo-
deksempel ingen 3-knude.

Formalet er at finde konfigurationer, som ikke kan indga i et minimalt mod-
eksempel. En konfiguration med denne egenskab kaldes reducibel. En knude af
grad tre er en reducibel konfiguration. Om lidt viser jeg, at en anden konfiguration
ved navn Birkhoffs diamant er en reducibel konfiguration. En (meget) determi-
neret og (meget) opfindsom person kan dermed sztte sig ned og begynde at lede
efter reducible konfigurationer. Men det er ikke nok. For selvom man kan danne
et bibliotek af reducible konfigurationer, siger det kun noget om, hvordan et mini-
malt modeksempel ikke ser ud. Hvis man derimod kan vise, at mangden af de
fundne reducible konfigurationer er uundgéelig, d.v.s at mindst en af konfigura-
tionerne i maengden indgar i ethvert minimalt modeksempel, har man modbevist
eksistensen af minimale modeksempler og har bevist 4-farve-saetningen.

For dette er hele essensen i de to tilgeengelige beviser for /JCT. Bade Appel,
Haken og Koch i forste omgang og RSSR senere fremviste en uundgaelig maeng-
de af reducible konfigurationer. Den fgrstnaevnte indeholdt 1476 konfigurationer,
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mens den seneste "kun” indeholdt 633. Dér spillede EDB en stor rolle, for indlejre-
de Kempe-kade argumenter sammen med manipulationer af grafer bliver hurtigt
uoverskuelige. Reducibiliten af konfigurationerne sikres af et computerprogram.
Ligeledes vises konfigurationerne uundgaeligt ved hjzlp af en computer.

Diamant og kaeder

Jeg viser om lidt reducibiliteten af en mere kompliceret konfiguration. Beviset
kraever imidlertid et veerktgj, kaldet Kempe-kader, som jeg vil starte med at
prasentere.

Betragt en 4-farvet planar graf G og to farver a og b. Delgrafen (G, , bestaende
af knuder farvet med a eller b og alle kanterne mellem dem, er selv en planar graf.
Det er dog ikke sikkert, at G, , er sammenhangende, og G, bestar derfor af
én eller flere komponenter. Disse komponenter kaldes for a-b Kempe-kaeder.
Begrebet Kempe-kaeder stammer fra Kempes forsgg pa at bevise 4CT i 1879
og bliver i hgj grad brugt i behandlingen af 4-farve-problemet. Kempes “bevis”
blev bredt anerkendt som vaerende et bevis til 4-farve-szetningen, men indeholdt
imidlertid en fejl, det blev papeget af P. J. Heawood i 1890.

Betragt en 4-farvning af en planar sammenhaen-

gende graf som illustreret pa figuren (a) til venstre.

Blandt de fire farver er farverne sort og hvid. Pa fi-

guren er knuderne farvet med en af disse to farver
(a) (b)

reprasenteret med store hvide eller sorte cirkler. De

gvrige knuder farvet med en af de to andre farver

er reprasenteret ens med sma cirkler. En planar re-
preesentation af delgrafen Ggor nvia Ses pa figur (b) og bestar af to komponenter.
Hver af disse er en sort-hvid Kempe-kaede.

Kempe-kaeder bruges til at @ndre en 4-farvning af en graf ved et bytte om
pa farverne i en hel Kempe-kaede. For sadan, som vi har konstrueret dem, har
knuderne i a-b Kempe-kade ingen nabo i den oprindelige graf farvet a og b, og
som ikke allerede er en del af den samme a-b Kempe-kaede. Dette betyder formelt,
at man kan permutere farverne a og b i en a-b Kempe-kaede uden at bryde 4-
farvningen af den oprindelig graf. Man far naturligvis en anden 4-farvning af
grafen, men ikke desto mindre er denne 4-farvning gyldig.

Vi fortsaetter med vores eksempel og bytter om

pa farverne sort og hvid i den ene sort-hvide Kempe-
kaede. Den anden lader vi sta uesendret. En repree-
sentation af den nye farvning ses pa figur (a). Den
(a) (b)

oprindelige 4-farvning af grafen @endres tilsvarende
og illustreres pa figur (b).

Som et eksempel pa en mere avanceret reducibel konfiguration betragter vi
Birkhoffs diamant. Birkhoffs diamant bestar af en 5-knude med tre pa hinanden
fglgende naboknuder af grad fem. Disse knuder er repraesenteret ved sorte knuder
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i figuren nedenfor til hgjre. Denne konfiguration er opkaldt efter G. D. Birkhoff|3],
som har vist i 1913, at denne konfiguration ikke kan indga i et minimalt modek-
sempel. Jeg gengiver her hans argumenter.

Antag, at en sadan konfiguration er indeholdt i
et minimalt modeksempel G,,, altsa, at grafen G,
indeholder en 5-knude, som har tre naboer af grad
fem. En planar repraesentation af G,, illustreres pa
figuren til hgjre og konstrueres udfra, at G, er mak-
simal planar. Pa denne reprasenation har de sor-
te knuder grad fem. Lad C betegne 6-kredsen
V1, Vg, U3, Uy, Us, Vg, V1. Vi ved ikke noget om graderne
af knuderne i C', men ved derimod, at kredsen C' er
en adskillende 6-kreds.

Betragt grafen G,,,, hvor man fjerner det in- N )
dre af 6-kredsen i G,,, altsa, hvor man fjerner 5- [
knuderne fra Birkhoffs diamant (de sorte knuder)
og alle de kanter, som de er endeknuder for. Vi konstruerer en ny graf G, , udfra
Gy pa folgende made:

e Knudemengden af G, er G, (V) \ {va, va} U{vo4}.

e Kanterne af G, ,, som hverken har v, eller v, som endeknude, er med i
kantmengden af G, ,, medens naboerne til v, og vs4 i G, bliver naboer
til voq i G7,, -

e Kanten (vq4,vg) tilfojes kantmaengden.

Den nye graf G, ser indviklet ud, men er faktisk resultatet af en ganske al-

mindelig manipulation i grafteori. For kanten (vg4,vg) er tilfgjet, har vi blot
identificeret knuderne vy og vy i knuden vy 4. Dette betyder, at vi har smeltet
knuderne sammen i én og samme knude, og at de identificerede knuders naboer
bliver naboer til den nye knude.

Den planare reprasentation af G’my til ven-
stre kan hjalpe laeseren med at indse resultatet
af manipulationerne. Jeg pastar nu, at G, er
en lgkkefri og planar graf. Hvis vy og vy var
naboknuder i G,,, vil planariteten af G,,, tvin-
ge vs til at vaere en 3-knude, hvilket vi har
""""""""""""""" — vist, ikke er indeholdt i et minimalt modek-

sempel. Derfor findes kanten (vg4,ve4) ikke,
hvorfor G, er lokkefri. Planariteten sikres af figuren til venstre. Endvidere har
G, feerre knuder end G,,. Grafen G, | kan derfor 4-farves induktivt, og vi be-
tragter en 4-farvning af den. Da vy, vg, v2 4 er indbyrdes naboer, skal tre af farvene
bruges pa dem. Har vi farvene rgd, sort, bla og gren til at farve med, kan vi anta-
ge, at v; eksempelvis er farvet rod, ve4 er farvet bla, og at v er farvet grgn. Der
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er ikke sa mange muligheder for de andre knuder. Knuden vz har faet en farve
blandt rgd, sort og grgn, og knuden v; har enten faet rgd eller sort.

En 4-farvning af G7, , inducerer en forelgbig delvis 4-farvning af G,, hvor
knuderne vy og vy far samme farve. Det er ikke et problem, for et ovenstaende
argument sikrer, vy og v, ikke kan vaere naboknuder i G,,,. Vi mangler nu blot at
farve det indre af kredsen, og det er lige netop det, vi gor nu.

Vi kan ikke forudsige mere og er derfor ngdt til at kigge pa alle de seks
muligheder, som de mulige farvninger af vz og vs; medfgrer. Disse muligheder er
illustreret pa figur 3. Et hurtigt tjek viser, at en udvidelse af den delvis 4-farvning
til den indre af kredsen er umiddelbar i alle tilfaeldene pa neer i tilfaeldet, hvor v
og vs er farvet rgd (tilfzeldet (¢)). Her bliver vi ngdt til at anvende et Kempe-keaede
argument.

Hvis v3 og v5 er en del af den samme rgd-sorte
Kempe-kaede, bestar denne kaede af knuder i det y-
dre af C'. Den grgn-bla Kempe-kade, som vy er en del
af, vil derfor ikke have faelles knuder med den rgd-sorte
Kempe-kaede, som v3 og vs er en del af. Derfor sikrer
planariteten af G,,, at vy og v, ikke er en del af den
samme grgn-bla Kempe-kaede. Vi kan derfor bytte om
pa farvene i den grgn-bla Kempe-kaede, som vy er en
del af, og vi far en ny delvis 4-farvning af G,,,, hvor v, er
grgn, og vi kan udvide denne farvning til en 4-farvning
af G,,, som illustreret pa figuren til hgjre.

Hvis vs og vs derimod ikke er i den samme rgd-
sorte Kempe-kaede, betragter vi den rgd-sorte Kempe-kaede, som vs er en del af.
Hvis ikke v; er en del af den, bytter vi om pa farvene og far en ny delvis farvning
af G,,, hvor vz er i sort. Vi kan nu udvide til en 4-farvning af G,,, som i tilfaeldet
(e) illustreret pa figur 3.

Vi mangler nu det tilfeelde, hvor v; og v3 er en del af den samme rgd-sorte
Kempe-kaede, og vs er ikke en del af den. I dette tilfazelde kan vi bytte om pa
farvene i den regd-sorte Kempe-kaede, som vs er en del af. [ denne nye farvning er
vs 1 sort, hvorfor vi ender med tilfeeldet (d) af figur 3.

Vi har veeret alle mulighederne igennem og kan dermed konkludere, at Birk-
hoffs diamant ikke kan indga i et minimalt modeksempel, og at det derfor er en
reducibel konfiguration.
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LASCII er her afbildingen af det engelske alfabet {a,b,c,...,z} ind i N x N, sa

ASCII(z) = (decimal ASCII*-kode for = (upper case), decimal ASCII-kode for z (lower case)).

2ASCII er her American Standard Code for Information Interchange.
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Stabilitet 1 fysiske modeller

Jan Philip Solovej

Indledning

Man skulle maske tro, at det er enhver forskers drgm, nar man, som det ret ofte
sker, bliver stillet spgrgsmalet “kan du forklare, hvad du egentlig forsker i?” Det er
da ogsa rigtigt, at der ikke er noget, en forsker hellere vil end forteelle, hvad det er
man pusler med og hvad det er, der kgrer rundt i hovedet pa en i mange af dggnets
timer. Desveaerre er det for de fleste matematikere en temmelig utaknemmelig
opgave at skulle forteelle om abstrakt matematisk forskning til ganske almindelige
mennesker. Jeg har maske en lidt lettere opgave end mange andre matematikere,
fordi jeg beskaeftiger mig med matematisk fysik og kan beskrive det jeg forsker i
i fysiske termer uden ngdvendigvis at skulle komme ind pa abstrakt matematik.
Jeg forspger mig normalt ved fgrst at forklare, at det jeg forsker i er at forsta,
hvorfor alt det, vi ser omkring os, har den stgrrelse, det har og hvorfor de fleste
objekter omkring os er stabile. Hvorfor far man f.eks. to liter vand, nar man
helder to gange en liter vand sammen?

Desveerre nar jeg sjeldent meget leengere i min forklaring, inden “ah nej! Hvor-
for spurgte jeg?” star malet med skraek i den stakkels sporgers ansigt.

Min opgave her er betydelig lettere. Jeg regner med, at du kaere laeser ikke er
helt almindelig (en kompliment!) og vil kunne fordgje en god portion avanceret
matematik. Jeg vil forsgge at starte, hvor en fgrstears studerende i matematik
vil kunne folge med. Om det er lykkedes mig at holde hele beskrivelsen pa det
niveau, ved jeg ikke.

Kraever det stor indsigt i fysik at laese denne artikel? Det skader ikke, men jeg
vil forsgge ikke at antage noget stgrre kendskab til fysik. Jeg vil give matematiske
definitioner pa de begreber der optraeder. Pa den anden side vil jeg ikke ggre noget
forsgg pa alt for lange forklaringer af de fysiske motivationer for definitionerne.

Et af de sporgsmal, der har interesseret mig igennem det meste af min forsk-
ningskarriere, er, om de fysiske modeller for mikrokosmos virkelig kan forklare
den makroskopiske verden. Min angrebsvinkel er relativt beskeden. Jeg har ingen
ambitioner om at kunne beskrive detaljerede materielle egenskaber eller biolo-
giske organismer. Spgrgsmalet er pa en made mere overordnet: Kan de fysiske
modeller for mikrokosmos overhovedet forklare eksistensen af en makroskopisk
verden? Jeg haber i denne artikel at illustrere, at dette langt fra er oplagt.

Nar jeg taler om fysiske modeller, sa opfatter jeg det som matematiskt formu-
lerede teorier, hvis objekter kan fortolkes i fysiske termer. Det er selvfglgeligt et
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interessant spgrgsmal om disse teorier beskriver virkeligheden korrekt, men det
er uden betydning for den matematiske analyse. Alle kendte fysiske teorier har
deres begraensninger i beskrivelsen af virkeligheden. Som matematiske modeller
kan man studere dem udover disse begraensninger og i mange tilfaelde fa en for-
staelse for, hvorfor de er begraensede. Lad mig beskrive den model jeg forst vil
diskutere og specielt hvilke begreensninger den har.

Jeg vil tage udgangspunkt i beskrivelser af verden som bestaende af positivt
ladede atomkerner og negativt ladede elektroner. Atomkernerne bestar i sig selv
af protoner og neutroner, men det har kun betydning ved energier langt ud over,
hvad man normalt finder i vores omgivelser. For ikke at gore det hele for kompli-
ceret ser vi bort fra kernernes indre struktur (og fra eksistensen af andre partikler,
hvis eksistens kun har betydning ved meget hgje energier).

Ladede partikler vekselvirker med hinanden gennem elektriske og magneti-
ske kraefter. Da partiklerne desuden har masse, tiltraekker de ogsa hinanden ved
tyngdekraften.

Bade den magnetiske kraft og tyngdekraften er langt svagere end de elektriske
kreefter, derfor vil jeg ogsa til at starte med begraense mig til at se bort fra disse.
Tyngdekraften og magnetiske kreefter har betydning for, hvordan verden omkring
os ser ud og at se bort fra dem er en stor begraensning, derfor vil jeg senere vende
tilbage til de problemer, der er involveret i at inkludere dem.

Kvantemekanik og brintatomets stabilitet

To elektriske partikler siddende i punkterne x;,z, € R3 (det tre-dimensionale
rum) med ladninger ¢;, g2 € R har en elektrisk energi givet ved Coulombs lov

q192
|1 — 20|

Hvis vi forestiller os et atom (brintatomet) bestaende af en kerne med ladning
+1 og masse M og en elektron med masse 1 og ladning! —1 vil energien i klassisk
mekanik vaere givet ved fglgende funktion af kernens position X € R? og impuls
P c R? og elektronens position € R3 og impuls p € R?

1 5, 1, 1

E(x,p,X,P) = WP + 2P~ moX|

Problemet er, at denne funktion ikke er defineret for & = X, men mere alvorligt
er det, at funktionen ikke er nedadtil begraenset. Det betyder, at den klassiske
beskrivelse af et atom muligger, at det kan have vilkarlig negativ energi. Et sadant
atom er ikke stabilt, veksevirkning med omgivelserne vil tillade atomet at afgive
vilkarlige store energimaengder og elektronen vil falde teettere mod kernen.

Vi vaelger at male alle masser i enheder af elektronmassen og alle ladninger i enheder af
minus elektronladningen
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Det er et af de problemer, der blev lgst af den kvantemekaniske beskrivelse
af atomare partikler. Lad mig kort skitsere, hvordan energien af brintatomet be-
regnes i kvantemekanik. Her beskrives et brintatom ikke ved at angive sted og
impuls koordinaterne for elektronen og atomkernen. I stedet beskrives atomet ved
at angive en funktion (bolgefunktionen) ¢ : R3 x R® — C afhaengig af elektronens
og kernens stedkoordinater (x, X). I virkeligheden afthanger bolgefunktionen af
to yderligere parametre: elektronens spin og kernens spin. Spinnet har stor be-
tydning for fysikken, men ikke umiddelbart for de matematiske aspekter jeg vil
diskutere her (salaenge der ses bort fra magnetiske felter). Jeg vil derfor, for ikke
at vanskeligggre notationen for meget, tillade mig at ignorere spinnet?. Energien
i kvantemekanik atheenger af den funktion 1, der beskriver atomets tilstand.

Det er ikke alle funktioner 1, der er relevante. Det er et ikke helt nemt mate-
matisk spgrgsmal at praecisere den rigtige klasse af funktioner og den kan endda
afheenge af, det fysiske system man betragter. For brintatomet er den “rigtige”
klasse af funktioner et sakaldt Sobolev rum, men det vil jeg ikke benytte mig af
her. I stedet vil jeg fokusere pa den mindre mangde af funktioner, der bestar af
de en gang kontinuert differentiable funktioner, som er nul uden for en begrenset
mengde. Jeg bruger notationen CJ for denne klasse (superskriptet 1 star for antal
gange funktionerne er differentiable og subskriptet 0 star for, at de er nul uden for
en begraenset mangde). For brintatomet er funktionsklassen altsa CJ(R? x R3).
Desuden skal funktionen v opfylde normaliseringen

// Wz, X)Pded X = 1. (1)

Denne normalisering os tillader at fortolke |¢)(z, X)|* som sandsynlighedsforde-
lingen for elektronens og kernens positioner.
For brintatomet er energien udtrykt ved ¢ givet ved?

Ealv) = ﬁ//|vxw(a},X)|2dde+%/ V(e X)dzdX

/ |(x, X)) X|d:ch.

Her er Vg9 og Vxv gradienterne mht. de variable £ og X. Man ser relativt
nemt, at (1)) er veldefineret for ¢ € CL(R3 x R3).

Definition 1 (Brintatomets grundtilstandsenergi). Brints grundtilstandsenergi
er defineret ved

EH—mf{ (¢)]¢eol( x R?) //|¢mX|dmdx—1}

2Elektronens spin inkluderes ved blot at lade & € R3 x {1, -1}

31 energiudtrykket er der, udover de allerede valgte enheder, valgt enheder, hvor Planck’s
konstant i = 1. D.v.s. at leengde males i Bohr radius, som er ca. 0,5 x 10~ ®meter, energi males
i 2Rydberg som er ca. 4,4 x 10~ ¥ Joule og tid males i en enhed som er ca. 2,4 x 10~ '"sekunder.
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Stabilitet af brintatomet er pastanden Ey > —oo, altsa at energien ikke kan
veere vilkarlig negativ. Denne ulighed er pa ingen made oplagt, men det er sa
heldigt, at man faktisk kan udregne energien af brint eksakt.

Saetning 2 (Brinatomets energi).

1 M
2M+1°

H = (2)

Schrodinger var den forste til at indse dette tilbage i 1927 (selvom han maske
ikke havde et fuldstaendigt bevis). For bl.a. dette resultat modtag Schrodinger i
1933 nobelprisen* i fysik. Niels Bohr havde allerede tidligere forklaret stabiliteten
af brint (belgnnet med nobelprisen i 1922), men ikke sa matematisk veldefineret
som Schrédinger.

Stabilitet og usikkerhedsrelationen

Man er ikke altid sa heldig i matematik at kunne finde eksakte udtryk for relevante
stgrrelser, som f.eks. Fg. Man er derfor interesseret i at kunne give vurderinger
altsa at finde uligheder, hvor stgrrelserne indgar.

Man vil ofte i fysikbgger se stabiliteten af brint forklaret ud fra Heisenbergs
(nobelprisen i fysik 1932) bergmte usikkerhedsrelation mellem sted og impuls.
Med notationen fra forrige afsnit formuleres usikkerhedsrelationen normalt ved
uligheden

1
// \Vﬁ/}(:ﬂ,X)PdJ;dX // | — X|2\1p(ac,X)|2dde > -,
R3 xRR3 R3 xRR3 4

som holder for enhver funktion ¢ € CJ(R?® x R?) med [[|¢(z, X)[*dedX = 1.
Det forste dobbeltintegral ovenfor fortolkes som forventningsvaerdien af kvadratet
pa elektronens impuls og det andet dobbeltintegral som forventningsvaerdien af
kvadratet pa afstanden mellem elektronen og kernen. Uligheden udtrykker bl.a.
det forhold, at elektronen ikke kan side vilkarligt teet ved kernen og samtidig
have vilkarlig lille impuls. Ved hjalp af usikkerhedsuligheden ser man, at energi-
udtrykket for brint opfylder

1 2
Eu(y) > % (/ |z —X|2|@/)(ac,X)|2dach) —/ %dde.

Denne ulighed forklarer dog ikke stabiliteten af brint. Det overlades til lseseren
at indse dette ved at lgse folgende opgave.

“Nobelprisens webside: www.nobelprize.org indeholder ofte relativt forstaelige forklaringer
af den fysik, der ligger til grund for prisen og biografier af prismodtagerne.
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Opgave 3. Find en fglge af funktioner 1, € C3(R3 x R3) med

/ |9 (22, X)Pdzd X = 1

saledes, at

1 2 2 - |¢n(w>X)|2

nar n — oo.

Stabiliteten af brint fglger altsa ikke af den sadvanlige formulering af usik-
kerhedsrelationen, men den folger af nedenstaende staerkere formulering.

Seetning 4 (Hardys usikkerhedsrelation). For alle funktioner f € C}(R?) geelder

SRS R R
| Vet@Paz = [ oif@)Pda.

3 |
Der findes tilsvarende uligheder i alle dimensioner stgrre end 3 men ikke i lavere
dimensioner.

Denne ulighed, som vi ikke beviser her, giver

1
// Vatb(a, X)2dwd X > 1// @ — X[2[ob(a, X)[2dmd X
R3 xR3 R3 xR3

1 Jp— 2 ’
> ([ e Xt x)raeax )

for alle ¢ € CJ(R*xR?*) med [/ ¢ (@, X)[*ded X = 1. Den sidste ulighed ovenfor
er en konsekvens af Cauchy-Schwarz ulighed (for integraler) eller Jensens ulighed.
Ved brug af ovenstaende vurdering er det nu nemt at bevise stabiliteten af brint,
d.v.s. at, Fg > —oo, men man far ikke den eksakte veerdi fra Seetning 2.

En pa mange mader mere interessant ulighed, der ogsa udtrykker usikkerheds-
relationen og ogsa giver stabiliteten af brint, er Sobolevuligheden, som jeg igen
nevner uden bevis.

Seetning 5 (Sobolevs ulighed). For alle funktioner f € C}(R3?) er

[ et = dowyn ([ @) ®)

Der findes tilsvarende uligheder i alle dimensioner stgrre end 3 men ikke 1 lavere
dimensioner.
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Makroskopisk stabilitet

Stabiliteten af brint generaliserer nemt til stabilitet af andre atomer og molekyler.
Men hvad med makroskopiske objekter der nemt indeholder over 10%* partikler?
Fra et matematisk synspunkt er vi interesserede i at forsta energien, nar antallet
af partikler gar mod uendelig.

Lad os betragte et system bestaende af 2N partikler (N € N), som for over-
skuelighedens skyld antages alle at have samme masse (= 1). Lad os ogsa antage,
at halvdelen af partiklerne har ladning +1 og den anden halvdel ladning —1.
Hvis vi numererer partiklerne ¢ = 1,2,...,2N lader vi de forste N partikler veere
positivt ladet, dvs. de har ladningerne ¢; = 1 for + = 1,..., N og derfor ¢; = —1
for i = N +1,...,2N. Positionerne kalder vi @1, ..., xon € R3. Bglgefuntionen
for dette system er en C} funktion af alle disse variable altsid ¢ € C§(R%Y).
Energiudtrykket er givet ved

1 2N
gQN(w) = 52/]R6N|Vmiw(a:1,...,a:QN)|2dac1...da:2N

/ Z qlqj (wl,...,ng)|2da}1"'dng.

1<7,<]<2N Li—

Systemets laveste energi (grundtilstandsenergien) er

E(QN) = inf {(92]\7('(/}) ‘ ’QZ) c Col(]RGN),/ |’l/1((131, ce ,$2N)|2dw1 . 'dng = 1} .
R6N

Resultatet (2) om brintatomets energi betydergiver, at E(2) = —1. Ved brug
af resultatet om brints stabilitet viser man nemt, at der for alle N € N gelder
E(2N) > —

For at forsta makroskopiske objekter er vi interesserede i, hvad der sker med
E(2N) nar N — oo. Jeg har for ganske nylig (se |5, 10]) bevist, at graensevaerdien
E(2N
lim (2N)
N—o0 (2N)7/5

eksisterer og er strengt negativ. Faktisk finder jeg et udtryk for denne graense-
veerdi.

Saetning 6 (Dysons formel).
. E@2N) 13 21

hvor

1 2 Ry %) 5/2
) = 5 [ Ventede — s [ e a.
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At hgjresiden af (4) ikke er —oo folger af Sobolevuligheden (3) og Holders
ulighed (som omtales i de fleste bgger om mal og integralteori).

Det kunne umiddelbart se ud som om hgjresiden af (4) er lige sa sveer at
udregne som F(2N) selv. Det er langt fra tilfaeldet. Det er nemt at finde hgjresiden
af (4) numerisk pa en computer. Antallet NV skal ikke veere sarlig stort (mindre
end 10), for selv den hurtigste computer, man teoretisk kan forestille sig, ikke vil
kunne udregne E(2N) indenfor en rimelig tid.

Inden jeg tager hele @ren for at have bevist (4), skal jeg understrege, at formlen
blev gaettet af den bergmte matematiske fysiker F. Dyson i 1967 |1| og at den ene
halvdel af beviset er et felles arbejde med E. Lieb fra Princeton University. Det
samlede bevis er pa over 70 sider, sa jeg kan ikke komme ind pa det her.

Formlen (4) viser, at der ma vaere noget galt med vores beskrivelse af systemet
af ladede partikler. Potensen 7/5 i formlen har nemlig katastrofale folger for
eksistensen af en makroskopisk verden. Da 7/5 > 1 vil en konsekvens af formlen
vaere, at alt stof vil have en voldsom tiltraekningskraft og alt vil kollapse. Bemaerk
nemlig at to makroskopiske objekter med henholdsvis 2/V; og 2N, partikler adskilt
vil have en energi, der (hvis jeg ser bort fra en positiv multiplikativ konstant) er
ca. —]\/'17/5 — 27/5. Hvis vi pa den anden side lader dem kollapse til ét objekt,
bliver energien —(N;+Ny)/® <« —N17/5 —N27/5. De to objekter kan derfor kollapse
og udlgse en enorm energimangde. Man kan ved en naermere analyse se, at et
makroskopisk objekt med 10%* partikler vil f4 en udstreekning mindre end en
atomkerne altsa langt mindre end et atom bestaende af blot to partikler. Objekter
bestaende af mange partikler vil altsa veere langt mindre end objekter med fa
partikler. Med andre ord formlen (4) betyder, at en makroskpisk verden ikke kan
eksistere.

Problemet er, at vi har set bort fra, at de negativt ladede elektroner opfylder
det meget vigtige eksklusions- eller Pauliprincip. Dette princip, som blev formu-
leret af Wolfgang Pauli og for hvilket han fik nobelprisen i fysik i 1945, siger
lgst sagt, at to elektroner ikke kan vaere i samme tilstand. Den mere matematiske
formulering af Pauliprincippet er, at bglgefunktionen 1 skal vaere antisymmetrisk
i de variable der svarer til elektroner. Dvs. vi skal antage, at ¢ opfylder

w(wla «o 3y LN, EN41, EN425 + - - s EN4j—1, TN+, TN4j+1, sz) =

—@/)(1'1, o s EN, TN+, TN42y -+ -y EN4+j—1, LN+1, EN+j+1, -’132N),

for alle j = 1,..., N. Lad os kalde underummet af C}(R®") bestaende af funk-
tioner med denne egenskab for CL(R%Y). Den fysisk korrekte energi er derfor

EF(QN) = mf {gQN(w) ‘ ’QZ) - C%(]RGN),/ WJ(iBl, ce ey wQN)|2daj1 e dng = 1} .
R6N

For denne energi kan man vise fglgende meget fundamentale resultat.
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Saetning 7 (Eksistensen af den makroskopiske greense). Grenseverdien

Er(2N
lim 71?( )

5)

eksisterer.

Bemerk at hvor vi tidligere havde potensen 7/5 optraeder nu potensen 1.
Graensevaerdien udtrykker energien per partikel for makroskopiske objekter. Man
kan fortolke eksistensen af denne granse som eksistensen af en makroskopisk ver-
den. Grazensen omtales i litteraturen normalt som den termodynamiske grense
(termodynamik er beskrivelsen af makroskopiske objekter). Vi har her kun om-
talt en meget simpel variant af den termodynamiske greense (se |3]). Vaerdien af
graensen i (5) kendes ikke.

Eksistensen af (5) er en nem konsekvens af fplgende to egenskaber ved Er(2N).

Lemma 8 (Subadditivitet af energien). Energien Er er subadditiv, d.v.s. for alle
Ny, Ny € N er
Er(2(Ny + N2)) < Ep(2Ny) + Ep(2N,). (6)

(Det samme geelder i gvrigt ogsd for energien E(2N) defineret uden Pauliprin-
cippet.)

Saetning 9 (Stabilitet of makroskopisk stof). Der eksisterer en positiv konstant
C sa
—CN < Ep(2N) <0, (7)

for alle N € N.

Opgave 10. Vis at Setning 7 fglger af Lemma 8 og Seetning 9.

Opgave 11 (Udfordringen). I den form Lemma 8 er formuleret her, tror jeg ikke,
den findes i litteraturen. Der findes tilsvarende og endda vanskeligere resultater.
Laeseren udfordres til at finde et bevis for Lemma 8. Den, der tager udfordringen
op, kan overveje at udbygge det til et bachelor- eller fagprojekt i emnet.

Seetning 9 om stabilitet af makroskopisk stof er meget sveer at vise og har en
lang historie, som jeg kort vil beskrive nedenfor. Det forste bevis blev givet af
Dyson og Lenard i [2].

Mere om stabilitetsproblemets historie

Vi har set, at forklaringen af atomers stabilitet var en af kvantemekanikkens
tidlige triumfer. Den numeriske veerdi for Ey givet i Saetning 2 passer i gvrigt
fantastisk godt med eksperimenter. Vi har ogsa set, at stabilitet af atomer kan
forstas ud fra passende formuleringer af usikkerhedsrelationen, dog ikke ud fra
den saedvanlige formulering givet af Heisenberg.
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Det overraskende er, at spgrgsmalet om stabilitet af makroskopiske systemer
er naesten helt overset i fysiklitteraturen. Den forste gang, der bliver gjort op-
marksom pa problematikken, er i en artikel [8| i 1939 af den norske kemiker Lars
Onsager (som for et helt andet arbejde fik nobelprisen i kemi i 1968). Onsager®
giver i sin artikel et stort set matematisk korrekt argument for stabilitet under
visse simplificerende antagelser. Onsagers hovedargument har ligget til grund for
mange senere beviser for stabilitet. (Den forste artikel jeg selv skrev [9] var en
kort bemaerkning om Onsagers argument.)

Resultatet i Seetning 6 viser, at stabiliteten af makroskopiske objekter ikke
kan forklares alene ud fra usikkerhedsrelationen alene. Man er ngdt til ogsa at
tage Pauliprincippet i betragtning. Denne vitale konsekvens af Pauliprincippet
bliver stort set aldrig fremhaevet i fysiklitteraturen, hvor der ellers ofte leegges
stor vaegt pa princippets betydning for stabilitet af stjerner, f.eks. de sakaldte
hvide dvaerge. Dyson [1] er den forste, der indser betydningen af Pauliprincippet
for eksistensen af en makroskopisk verden.

Som allerede nzevnt er det ogsa Dyson, der i samarbejde med A. Lenard fgrst
viser Saetning 9 om stabiliteten af makroskopisk stof. E. Lieb og J. Lebowitz [3|
er de forste til at vise eksistensen af den termodynamiske graense i en betydelig
mere generel situation end her.

Som navnt i indledningen har vi set bort fra magnetiske vekselvirkninger
og tyngdekraften. Jeg har selv vaeret med til at vise |4], at man kan inkludere
de magnetiske vekselvirkninger i stabilitetsbetragtningerne (se ogsa naste afsnit
om ulgste problemer). Ved betragtning af magnetiske kreefter kommer lysets ha-
stighed ¢ naturligt ind som en parameter. I de enheder vi har valgt, far lysets
hastighed en veerdi, der ofte bensevnes a~!, hvor « kaldes finstrukturkonstanten.
Finstrukturkonstantens vaerdi er o &~ 1/137. Fordi « er relativt lille, har de mag-
netiske kraefter kun lille indflydelse pa f.eks. atomare spektre. De aendringer i
spektrene, der skyldes de magnetiske kreefter, kaldes for finstrukturen. Det viser
sig (se [4]), at man for at fa makroskopisk stabilitet ma kraeve, at finstrukturkon-
stanten er lille nok. Heldigvis er 1/137 lille nok!

Tyngdekraften er betydelig mere kompliceret. For denne vekselvirkning gaelder
makroskopisk stabilitet ikke, men systemer skal vaere ganske store, for de bliver
ustabile. Den indiske fysiker S. Chandrasekhar udviklede teorien for gravitationel
stabilitet og instabilitet og fik for det nobelprisen i fysik i 1983. En matematisk
behandling af Chandrasekhars teori kan findes i |6, 7|. Nar gravitationel instabi-
litet indtraeffer, kan der formodentlig opsta sorte huller. Det er ogsa muligt, at
hele universet en gang med tiden vil kollapse. Der findes ikke i dag nogen fysisk
teori, der kan forklare de forhold, der opstar under gravitationelt kollapse. Det
vil kraeve en teori der omfatter bade kvantemekanik og generel relativitetsteori.

5Selvom Lars Onsager var kemiker, har han haft stor indflydelse p4 moderne matematik
f.eks. indenfor kvantegrupper og topologiske feltteorier.

36



Det store problem: Stabilitet i kvantefeltteori

Jeg har diskuteret stabilitetsproblemer, der involverer elektromagnetiske kraefter
og tyngdekraften. I hele diskussionen indtil videre har jeg stiltiende antaget, at
disse kraefter kunne beskrives ved, hvad man vil kalde klassiske felter beskrevet
ved funktioner eller vektorfelter pa det tre-dimensionale rum. Fysikken fortaller
os, at dette ikke er en korrekt beskrivelse. Vekselvirkninger skal beskrives kvan-
temekanisk. Det vil sige, at felterne skal beskrives ved operatorer pa Hilbertrum.
Sadanne teorier, hvor felterne er beskrevet kvantemekanisk, kaldes kvantefeltteo-
rier.

Et eksempel pa en kvantefeltteori er teorien for ladede partiklers vekselvirning
med det kvantiserede elektromagnetise felt. Denne teori for lys og stof kaldes kvan-
teelektrodynamikken. Feynman, Schwinger og Tomonaga fik i 1965 nobelprisen for
(relativt uafhasengigt af hindanden) at have formuleret kvanteelektrodynamikken.
Man kunne habe, at det var muligt at formulere og bevise stabilitet i kvante-
elektrodynamik. Det er desveerre langt fra tilfaeldet. Kvantelektrodynamik er en
besynderlig teori, hvor fysiske stgrrelser kun kan udtrykkes som potensrakker i
finstrukturkonstanten. D.v.s. finstrukturkonstanten er den variable i potensrak-
ken. Selve opskrivningen af disse potensrackker er ganske vanskelig og man har i
dag hgjst udregnet de fgrste 5 eller 6 led i raekkerne. Dyson var den fgrste, der
beskrev, hvordan man systematisk kan finde disse raekker. Dyson er vist ogsa den
forste, der indser, at disse raekker formodentlig har konvergensradius 0 (jeg ved
ikke om der findes et fuldstaendigt bevis for dette).

I en teori, der kun er beskrevet ved potensraekker med konvergensradius 0,
giver det ingen mening at undersgge stabilitet. Faktisk er der meget lidt, der giver
matematisk mening i en sadan teori. Det skal retfaerdigvis naevnes, at man, ved
at udregne de forste fa led i kvantelektrodynamikkens potensrakker, far en helt
forrygende overenstemmelse med eksperimetelle vaerdier (ofte overenstemmelse
udover 10 betydende cifre).

En made, at forsgge at studere stabilitet i kvanteelektrodynamik, er ved at
indfgre en konvergensfaktor. Det er en helt almindelig teknik i matematik. Man
indfgrer en lille ekstra parameter € > 0, som sikrer at alt konvergerer. Der foregar
for tiden en del forskning af stabilitet for kvanteelektrodynamik med en konver-
gensfaktor inkluderet. Man ville selvfglgelig gerne kunne lade € ga mod nul, men
det er ikke muligt.

Et hab er, at problemerne med kvantelektrodynamik skyldes, at man ikke
har den fulde teori. Et langsigtet hab er, at man ved at inkludere de kraefter,
vi indtil videre har ignoreret, nemlig den svage og den staerke vekselvirkning, vil
fa en teori, der ikke har de samme problemer som kvanteelektrodynamik. Man
er selvfolgelig mest interesseret i en teori, der inkluderer alle fire kendte kraefter:
elektromagnetisme, tyngdekraften og den svage og staerke vekselvirkning. Det har
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nok meget lange udsigter.
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