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Augustus De Morgan (1806-1871), britisk algebraiker og logiker. Opfandt begrebet
"'matematisk induktion’ og foregreb dele af Booles algebraiske logik.



Indhold

T1Ar senere . . . . . . . s

— Juleleder

Om at vere ph.d.-studerende . . . . . . . . ... ... ...

— nte del i artikelserien “Hvad forsker jeg i?”

Operatoralgebra og atombomber: Historien om John von Neumann
— Anden del i artikelserien om krigsmatematikere

Banachalgebraer og algebraens fundamentalssetning . . . . . . . . . .. ..
— Side 9-saetning ved Stefan Holm

Puzzles . . . . . .
— Denne gang for folk der ikke er computere!

Preemiepuzzlevinder . . . . . .. ..o

— Se hvem der er den heldige vinder af en Mystisk Flaske!

Gitterteori . . . . . . . s

— Formidlingsaktivitet af Mikael Thinggaard



T1 ar senere

[ S15 blev fundet nogle gamle num-
re af FAM@S. I dem kan man bl.a. laese
om den ekstra etage E-bygningen fik i
1995, og om det kgkken der er blevet
stillet til radighed for de studerende.

I oktobernummeret fra 1995 er der
en artikel om rygeomraderne i Vandre-
hallen. Artiklens skribent er glad for at
der netop er kommet rggfri omrader.
Han finder det dog beklageligt at Van-
drehallen ikke er helt rggfri, og bemaer-
ker at det ikke er helt i overensstem-
melse med loven.

I oktobernummeret fra 1995 er der
ogsa en sur leder hvori redaktgren tru-
er med at julenummeret bliver det sid-
ste hvis ikke nye studerende melder sig
i redaktionsgruppen. Mange af formu-
leringerne ligner temmeligt meget dem
der blev brugt i foregaende nummer af
FAM@s da der blev truet med praecis
det samme.

Det er da egentlig pudsigt at det ti

ar senere er de samme ting der foregar.

I julenummeret fra samme ar er re-
daktgren forresten vildt begejstret for-
di nye har meldt sig i redaktionsgrup-
pen. Gaet hvad der star i dette ars jule-
leder:

Sikke julegaver FAM@S har faet i ar!
Og sa endda fgr tid. To nye har meldt
sig i redaktionsgruppen: Mikkel Abra-
hamsen (’05) og Nikolaj Strands (04).
Vi har modtaget fire opgavebesvarelser,
og en interessant formidlingsaktivitet.
Og sgrme om ikke en VIP har skrevet
til “Hvad forsker jeg i?”.

Som prikken over i'et lykkedes det
redaktoren en sen aften pa Caféen? at
overtale TB til at skrive en artikel om
en krigsmatematiker.

Sa for FAM@S er det en god jul.

Vi pa redaktionen haber at I alle
vil slippe helskindede gennem obligato-
riske afleveringer, temaopgaver og des-
lige, og frem til en god jul.



Om at vaere ph.d.-studerende
David Kyed

Hvad er dette?

Opgaven fra Fam@s-redaktionen lgd
sadan set meget nem: "Kan du ikke li-
ge skrive en enkelt side, om hvordan
det er at veere ph.d.-studerende, og om
hvad du gar og laver?”. Men hvor skal
man begynde, og hvor skal man ende,
og hvordan skal man undga at benytte
kostbar spalteplads til ligegyldig infor-
mation?! Lad os starte med det rent
formelle. Hvert halve ar bliver der op-
slaet ph.d.-stillinger ved det naturvi-
denskabelige fakultet, og hvis man har
erhvervet sig en kandidatgrad, kan man
soge en sadan stilling. Det foregar ved,
at man kontakter en af de fastansatte
VIP’er, og spgrger om vedkommende
har lyst til at vejlede en gennem et e-
ventuelt ph.d.-studium. Der vil typisk
veere tale om ens specialevejleder. Sam-
men med denne VIP forfatter man et
udkast til et projekt og udfylder de re-
levante papirer, som sa bliver bedgmt
af en ansmttelseskomité. Hvis man er
blandt de heldige, far man et brev med
besked om at man har faet stillingen et
par maneder efter.

Hvad indebeerer en sidan stilling?

Nar man siger ja til en ph.d.-stilling,
forpligter man sig til 840 timers sakaldt

'Naeppe sadan her!

pligtarbejde fordelt over de tre ar, stil-
lingen varer. Det vil pa matematik ty-
pisk veere en masse undervisning (og
forberedelse af samme) af forstearsstu-
derende, svarende til ca. 2 MatlIntro-
klasser, 2 LinAlg-klasser og en sjat an-
den undervisning. Personligt synes jeg
godt om at undervise, og det giver og-
sa en smule struktur i hverdagen, h-
vor resten af ens arbejde ofte er me-
get fleksibelt, og ligesa godt kan laegges
sondag aften, som tirsdag formiddag.
Derudover skal man fglge kurser pa
ph.d.-niveau, svarende til ca. et halvt
arsveerk, og besgge et andet universi-
tet i et halvt ar — for at opleve h-
vordan tingene foregar udenfor HC(Q’s
trygge rammer. Sidst, men bestemt ik-
ke mindst, skal man under hele forlg-
bet arbejde med det forskningsprojekt,
man beskrev i ansggningen. Dette skal
munde ud i en athandling, som sa skal
forsvares overfor en komite af forskere
inden for det pagaldende felt. Pa det-
te sted plejer folgende spgrgsmal tit at
blive stillet.

Hvordan kan man forske i mate-
matik?

Strategien er sadan set meget simpel.
Man bruger fgrst en enorm maengde tid
og energi pa at narstudere alt, hvad der



er skrevet om et lille bitte niche-emne
inden for et omrade der interesserer en.
Nar det er gjort, prgver man at stille
sig selv opgaver inden for det pagal-
dende emne. Det vil sige spgrgsmal &
la "Kunne man teenke sig at dette eller
hint gaelder, under antagelse af passen-
de forudsatninger?”. Hvis man sa for-
mar at svare pa et af disse spgrgsmal,
har man bedrevet forskning — forudsat
at der ikke allerede er en anden der har
svaret pa det pagaldende spgrgsmal.

I mit tilfeelde er emnet von
Neumann-algebraer. Dette er et klas-
sisk emne (well, det har i hvert fald
ca. 70 ar pa bagen) inden for disci-
plinen operator-algebra. I lgbet af min
kandidat-uddannelse skrev jeg et fag-
projekt om den grundliggende teori, og
fik derved lidt indblik i hvad sagerne
handlede om. Da jeg sa skulle i gang
med mit speciale, tog jeg en relativt
ny artikel? og satte mig ind i det teo-
ri, jeg manglede for at kunne laese den.
P& den made fandt jeg en (ganske snze-
ver) sti frem til forskningsfronten, som
jeg sa kunne bruge som afseet for mit
ph.d.-projekt. Hvis man har planer om

at sgge en ph.d.-stilling, vil det nok vae-
re en god ide at skrive et speciale om
noget relativt nyt matematik. Det brin-
ger ens faglige niveau i vejret, og giver
en god startposition for et ph.d-forlgb.
Malet med ph.d-projektet er at have la-
vet noget som kan publiceres i et tids-
skrift nar de tre ar er gaet. Det er, i
grove traek, det der skal til for at ens
afhandling kan godkendes, og man kan
fa ph.d.-graden.

Hvad kan du si blive?

Principielt afskserer man sig ikke fra
nogen af de jobmuligheder man har
som feerdiguddannet kandidat ved at
bygge en ph.d.-grad ovenpa, men sa
vidt jeg ved gar de fleste faerdige
ph.d’er en af fglgende to veje: En del
sgger stillinger i det private erhvervsliv
(bl.a. hos Nordea, Cryptomathic, Ed-
lund), og en anden del fortsaetter i u-
niversitetsverdenen som forskere. Dette
indebzerer typisk en del ar i midlertidi-
ge stillinger rundt omkring pa forskelli-
ge universiteter, med henblik pa en fast
ansaettelse som lektor en skgnne dag.

20m L2-homologi for von Neumann algebraer. Se evt. http://www.arxiv.org/PS_cache/

math/pdf/0309/0309343. pdf



Operatoralgebra og atombomber:

Historien om John von Neumann
Morten Hornbech

Fa personer fra det 20. arhundre-
de har bidraget til udviklingen af sa
mange forskellige omrader inden for na-
turvidenskab som John von Neumann,
der med sine mange enestaende resul-
tater inden for ren og anvendt mate-
matik, fysik og datalogi, ma anerken-
des som en af den moderne tids helt
store drivkreefter. I denne lille artikel
vil jeg kort beskrive von Neumanns liv
og arbejde, med fokus pa hans rolle
i Manhattan-projektet, samt udviklin-
gen af langtrakkende ballistiske missi-
ler, der var afggrende for USA’s overtag
i den kolde krig.

Vidunderbarn

John von Neumann blev fgdt ind i en
velhavende jodisk familie den 28. de-
cember 1903 i Budapest, Ungarn, og
det varede ikke mange ar inden det stod
klart for hans omgivelser at der var tale
om et vidunderbarn. Han havde en be-
maerkelsesveerdig hukommelse, og i en
alder af 6 ar beherskede han allerede f-
lere forskellige sprog, herunder klassisk
graesk. Familien Neumann underholdt
ofte deres geester med demonstrationer
af den unge Johns usadvanlige evner.
En geest kunne udveaelge en side i te-
lefonbogen, og efter at have skimmet
siden et par gange, var John i stand til

at sammenkade navn og telefonnum-
mer for samtlige personer pa siden. I
1911 begyndte han pa Det Lutheran-
ske Gymnasium, der var anerkendt som
en de bedste uddannelsesinstituitoner i
Budapest, og her blev der straks taget
hand om hans talent.

Fremtid i matematikken

[ 1921 feerdiggjorde von Neumann sin
uddannelse pa Det Lutheranske Gym-
nasium og i 1922 publicerede han sin
fgrste matematiske artikel omhandlen-
de nulpunkter for visse minimale po-
lynomier. Imidlertid sa hans far ingen
fremtid i matematikken sa kompromi-
set blev at von Neumann tog til Berlin
for at laese kemi. Dog blev han ogsa ind-
skrevet som matematikstuderende ved
universitetet i Budapest, men han fulg-
te ikke undervisningen. I 1923 skiftede
von Neumann til universitetet i Ziirich
hvor han i 1926 modtog sit diplom som
kemiingenigr. Under sit ophold i Ziirich
forfulgte han sin interesse for matema-
tik og 1 1926 modtog han desuden en
doktorgrad i matematik ved universite-
tet i Budapest, med en athandling om
mengdeleere.



Matematiske bedrifter

I de fglgende ar publicerede von Neu-
mann en lang raekke artikler, med bety-
delige resultater inden for aksiomatisk
mangdelaere, malteori, ergodisk teori,
reprasentationsteori og matematisk fy-
sik. I arene 1927-29 var von Neumann
en hovedperson i skabelsen af de for-
melle matematiske rammer for kvan-
temekanikken, og i 1929 introducere-
de han selvadjungerede algebraer af be-
graensede linezere operatorer pa Hilber-
trum, afsluttet i den svage operator-
topologi, hvilket er det der i dag er
kendt som von Neumann-algebraer.

Han ansa teorien for operatoralge-
braer som det naeste store mal inden
for matematikken og han spillede selv
en hovedrolle i skabelsen af denne teori.
Von Neumanns evne til at beherske og
udnytte andre matematikeres resulta-
ter var, ifglge hans kolleger, intet min-
dre end imponerende, og han vedblev
med at publicere inden for en lang rak-
ke forskellige omrader.

[ midten af 30’erne begyndte han at
interessere sig for hydrodynamik, hvil-
ket ledte hans forskning hen pa teori-
en for ikke-linesere partielle differenti-
alligninger. Von Neumann ansa nume-
riske metoder som den mest lovende
lgsningsmulighed, og dette fik ham til
at interesse sig for hvordan man kunne
udfgre beregningerne ved brug af com-
putere. Han var en af pionerene inden
for datalogi og udviklede blandt andet
den sakaldte von Neumann-arkitektur,
der kort sagt gar ud pa at bruge com-
puterens hukommelse til at opbevare
data. Et princip der bruges i com-
putere den dag i dag. Sammen med
Oskar Morgenstern var von Neumann

desuden grundlaegger af spilteorien, og
sammen udgav de det klassiske vaerk
"Theory of Games and Economic Be-
haviour” i 1944.

Atombomben

Von Neumann var i 1929 flyttet til
Princeton og da han i 1937 blev ameri-
kansk statsborger begyndte den ameri-
kanske regering for alvor at traekke pa
hans talent med henblik pa krigsrela-
teret forskning. I 1943 begyndte von
Neumann at arbejde pa Manhattan-
projektet hvor han brugte sit geni til
at handtere de komplicerede formler og
beregninger fra kernefysikken som var
ngdvendige for at kunne konstruere de
atombomber der senere blev smidt over
Hiroshima og Nagasaki. Dette arbejde
var med til at videreudvikle hans inter-
esse for datalogi, og han var selv med til
at konstruere de forste moderne com-
putere. Efter 2. verdenskrig blev von
Neumann ansat som leder af en raek-
ke radgivningskommiteer for det ame-
rikanske forsvar. Komiteerne bestod af
forende eksperter inden for missiltek-
nologi og kernefysik, og under von Ne-
umanns ledelse formede de udviklingen
af det amerikanske missilprogram.



Det amerikanske missilprogram

I begyndelsen af 1950’erne var atom-
teknologien forbi sit fgrste spaede sta-
dium, og det naeste punkt pa det a-
merikanske forsvars gnskeseddel var in-
terkontinentale ballistiske missiler. Von
Neumanns kommiteer havde ansvaret
for at evaluere effektiviteten af de en-
kelte missiltyper og de udstak retnings-
linjerne for hvorledes arbejdet med de
enkelte projekter skulle viderefgres. I
1951 fgrte nye efterretningsoplysninger
fra tyske videnskabsfolk til at von Neu-
manns kommite mente at Sovjetunio-
nen var adskillige ar foran USA i ud-
viklingen af ballistiske missiler, og von
Neumann selv forudsagde at russerne
allerede i slutningen af 50’erne ville
have et operationelt interkontinentalt
missil samt forbedret teknologi der vil-
le ggre dem i stand til at modsta a-
merikanske bombefly. Det amerikanske
Atlas-missil ville naeppe vaere operatio-
nelt for i begyndelsen af 1960, sa for
at undga denne kritiske situation sat-
te den amerikanske regering, efter von
Neumanns anbefaling, alle ressourcer
ind pa at udvikle et interkontinentalt
missil sa hurtigt som muligt. Overord-
net set bidrog von Neumann i hgj grad
til udviklingen af det amerikanske mis-
silprogram, og han kan formentlig til-
leegges en stor del af ansvaret for det
overtag som USA opnaede i den kolde
krig fra 1960 og frem.

Mentalt sammenbrud

Von Neumann blev i 1955 ansat for
atomenergikommisionen af praesident
Eisenhower, og aret efter blev han til-
delt Enrico Fermi-prisen for sit arbej-

de inden for kernefysik. Han modtog i
lgbet af sit liv en raekke andre priser
og anerkendelser, og han fortsatte sit
arbejde for den amerikanske regering,
med bade civile og militaere projekter,
indtil han dgde af kreeft i 1957 blot
53 ar gammel. I de sidste fa maneder
af sit liv var von Neumann pa randen
af et mentalt sammenbrud. Han hav-
de i lgbet af sit liv opbygget en fglelse
af uovervindelighed og kunne ikke ac-
ceptere sin uhelbredelige sygdom. Hans
hjerne, som ellers altid havde kunnet
hjelpe ham, var pludselig uden betyd-
ning, og hans staerke gnske om at leve
keempede mod de medicinske kendsger-
ninger. Tanken om dgden gjorde ham
raedselsslagen og panisk, og hans ven-
ner sagde at han skreg og graed ukon-
trollabelt hver nat lige til det sidste.

Udgdelighed

Konkluderende set bidrog von Neu-
mann i omfattende grad til naturviden-
skaben. Hans arbejde med computere
lagde grunden for en ny sra og man-
ge af hans principper fra slutningen
af 40’erne og 50’erne benyttes stadig i
dag. Hans arbejde med atombomben og
ballistiske missiler fgrte til USA’s over-
tag i den kolde krig og fremmede i det
hele taget landets almene tekniske ni-
veau. Von Neumann var en pioner og et
multigeni, og pa sine kun 53 ar naede
han virkelig at seette sit praeg pa ver-
den. Sit gnske om at leve evigt kunne
han ikke fa opfyldt, men han pavirke-
de sin samtid i en sadan grad at han
formentlig aldrig vil blive glemt, og det
er vel det tatteste noget menneske kan
komme pa udgdelighed.



Banachalgebraer og algebraens

fundamentalsaetning
Stefan Holm

Som bekendt har enhver tilstrackkeligt interessant matematisk teori et bevis for
algebraens fundamentalsatning.

Jeg vil hér give et baseret pa et par grundlaeggende funktionalanalytiske og
banachalgebraiske grundsatninger (samt en lille smule ren algebra). Beviset bgr
uden problemer forstas af alle der har haft 3AN (med projekt om banachalgebra-
er) og 3AL — eller tilsvarende.

Side 9-sxetning. Lad P betegne et normeret polynomium med komplekse koeffi-
cienter og af grad n > 1. Da vil der findes komplekse tal v, ..., o, si P(z) =

(z—a1) (2 — ap).

Bewvis. Hvis vi lader L betegne spaltningslegemet for P over de komplekse tal,
ved vi at dimc L < oo. Det vi gnsker er at dimc L = 1.

Og her kommer funktionalanalysen sa ind i billedet. Da dimensionen af L
er endelig, vil enhver norm (fx den euklidiske) gore det til et banachrum, og
endvidere vil enhver linezr afbildning veere kontinuert.

Seerligt vil multiplikationsafbildningen vaere seperat kontinuert i de to variab-
le. Ved passende skalering kan den altsa gores til en sekvivalent, submultiplikativ
norm, hvormed IL er en banachalgebra.

Men Gelfand-Mazurs seetning forteeller os at enhver kompleks divisions-banach-
algebra vil have dimension 1, og dermed er vi feerdige. O



Puzzles

Taus Brock-Nannestad

I dette nummer af FAM@S fortsetter vi med variationer over sudoku-puzzles.
Nogle af jer kan maske huske det hgjhus-puzzle der var i anden udgave af sidste
ars FAM@s. Denne gang har jeg produceret to lignende puzzles. Det forste er
6 x 6, ligesom det fornsevnte puzzle, mens det andet er 9 x 9, og desuden folger
de almindelige sudoku-regler.

For en god ordens skyld gentager jeg lige reglerne for et hgjhus-puzzle:

Formalet med denne type puzzle er, at skrive tallene 1, ..., N ifelterne
saledes at fglgende betingelser er opfyldt:

1. Et tal ma ikke optraede to eller flere gange i den samme sgjle
eller reekke. (De der har fulgt MatXX vil genkende dette som
vaerende definitionen pa et latinsk kvadrat. Hvis man har haft
gruppeteori kan man forestille sig en gruppetavle).

2. Tallene ude pa sidelinierne angiver hvor mange tal man kan “se” i
den pagaldende rakke eller sgjle nar man kigger ind i kvadratet
fra tallet pa sidelinien. Bemerk at man i den hgjre sgjle kigger
mod venstre, og ligeledes i den nederste raekke kigger opad.

Den anden regel kan maske vaere lidt svaer at greje, sa hér er en uddybning. En
god metafor er, at hvert tal inde i kvadratet representerer hgjden pa et hgjhus
der star i det pagaeldende felt. Tallene uden for kvadratet angiver sa hvor mange
hgjhuse man kan se hvis man kigger ind mod byen.

Som et eksempel pa hvad der menes med at kunne “se” tal kan vi betragte
raekken “3 12 4 6 5.

312465
Hvis vi star til venstre for denne rackke kan vi se tre forskellige tal: 3, 4 og 6.
Tallene 1, 2 og 5 bliver overskygget af 3 og 6, og vi kan derfor ikke “se” dem.
Hvis vi derimod star til hgjre for rackken og kigger mod venstre kan vi kun se

to tal: 5 og 6. Resten af tallene i reekken bliver overskygget af 6-tallet.
Til det andet puzzle skal fglgende betingelse ligeledes vaere opfyldt:
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3. Hvert markeret 3 x 3-kvadrat skal indeholde tallene 1,...,9 uden
gentagelser.

Det ma vaere nok med instruktioner. Hér kommer puzzles'ne!

1 2 3 2 3 4

v v v v v ]
14 43
24 44
34 43
4 42
34 41
24 42

A A f 4 4 [}

Al T T T T4
44 7 <4
2% 3 <3
444 8 <1
3 9 <3
2% 2 4«3
3 1 <2
3 6 <4
1_’4 Al a1 a | 4l ﬁl A 4‘_3

1 4 3 2 3 3 2 2 4
Det er det sidste af disse to puzzles der er dette nummers praemiepuzzle. Alle

korrekte lgsninger der er redaktionen i heende inden den 10. marts vil komme
med i lodtraekningen om en Mystisk Flaske. God Arbejdslyst!
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Praemiepuzzlevinder

Taus Brock-Nannestad

Det praemiepuzzle der var med i sidste nummer af FAM@S viste sig at vaere svaert.
Meget, sveert, endda. Faktisk var det sa sveert, at der kun var fire personer der
indsendte en lgsning, og tre af dem indrgmmede, at lgsningen var fundet ved
hjelp af et selvskrevet computerprogram. Jeg har opsummeret nogle interessante
data om opgavelgsningerne i folgende tabel:

Navn Programmeringssprog kgretid oversat
Martin Koch Python en weekend nej
Mikkel Abrahamsen Pascal 17 sekunder ja
Therese Graversen Moscow ML < 1 sekund nej
Pablo V. Holm-Nielsen | - - -

Her er det bemeerkelsesvaerdigt, at Thereses lgsningsprogram er det hurtigste,
selvom det ikke er oversat. Det er vist en lille lektion i at det kan betale sig at
bruge en effektiv algoritme.

Martin Koch spurgte derudover hvordan jeg bar mig ad med at konstruere
mit puzzle, sa det vil jeg kort beskrive.

Forst og fremmest har jeg selv skrevet et program der kan lgse puzzles af denne
type. Ikke overraskende er dette program ogsa skrevet i en variant af ML. Fgrst
fandt jeg en passende matrix der overholdt kravene om at vaere en sudoku-lgsning.
I dette tilfaelde brugte jeg simpelthen lgsningen pa et andet sudoku-puzzle. Jeg
fyldte sa <-tegn ind i alle 3 x 3-matricerne, og undersggte om det var nok til
at give en entydig lgsning. Det var det ikke, sa jeg slettede alle tegnene i den
midterste matrix, og begyndte at tilfgje <-tegn indtil jeg stgdte pa en lgsning
der var tilfredsstillende (og entydig). Det er nogenlunde den metode jeg har brugt
til puzzles’ne i denne udgave af FAM®@S. Denne gang har jeg dog sikret mig, at
de rent faktisk kan lgses ved handkraft.

Det kan diskuteres om brug af computer er snyd i denne sammenhang. Givet
at det puzzle der var med i sidste nummer var sa overordentligt sveert, sa har jeg
valgt at acceptere brugen af computer i dette tilfaelde. Det lader til at mit puzzle
var udfordrende — om end ikke pa den tiltzenkte made.

Hvad angar de puzzles der er i dette nummer, sa vil jeg komme med en
kraftig opfordring til, at man ikke bruger computer til at lgse dem. Pointen med
de puzzles er, at man skal lgse dem i handen, og hvis man ikke ggr det, sa snyder
man sig selv for en god mental udfordring.

Til dem der forgseves provede at lgse sidste puzzle i handen kan jeg kun
beklage, at jeg ikke fik afprgvet det godt nok. Jeg har besluttet mig for ikke at
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angive lgsningen i dette nummer. I stedet vil jeg sendre pa puzzlet sa det bliver
lettere at lgse, og sa kan I fa lejlighed til at blive udfordret med det i et kommende
nummer af FAM@S.

Til sidst skal jeg lige rgbe, at vinderen af Den Mystiske Flaske blev Martin
Koch, samt at flasken kommer til at besta af det pureste sukkersgde snask der
nogensinde har haft betegnelsen “Baileys”. Flasken kan hentes hos redaktionen
ved en passende lejlighed.
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Gitterteori
Mikael Thinggaard

Jeg vil i denne artikel fortaelle jer lidt omkring gitre og om deres anvendelser. Det
forste spgrgsmal ma vaere: "Hvad er et gitter?", ud over at veere det, som Idraet
har rundt om deres egen gronne fodboldbane. Matematisk set defineres et gitter
pa folgende made:

Definition Et gitter er en ordnet maengde L, hvorom det skal galde, at for alle
x,y € L skal v Vy =sup{z,y} og v Ay = inf{z,y} eksistere.

Umiddelbart ligner det ikke det gitter, som er rundt om Idraets fodboldbane, men
hvis M er endelig, har man en nem made at repraesentere gitteret pa. Man laver
nemlig folgende tegning:

(i) Tegn for hvert element = € L en lille cirkel C(z) i et koordinatsystem.
(ii) Hvis y overdaekker! x, da tegnes en streg fra C'(z) til C(y), og centrum af
C'(z) skal have en lavere anden koordinat end centrummet af C(y)
(iii) Hvis © # 2z # y ma C(z) ikke skeere et evt. liniestykket mellem C'(z) og
Cly).

Sadan en tegning kaldes et Hassediagram. Den kvikke laeser har sikkert indset,
at dette ikke bruger supremum og infimum egenskaberne, og denne tegnemetode
galder faktisk for enhver endelig ordnet maengde.

I tilfeldet med et gitter far man, at alle elementerne er ksedet sammen, og
derfor kommer Hassediagrammet faktisk til at ligne et gitter. Derfor giver defini-
tionens navn mening.

{a, b, c}

Eksempel
Lad maengden X = {a,b,c}, og vi ser {a,b} fanc {b.c}
nu pa potensmaengden §(X) med ord- 7
ningen C, som klart er et endeligt gitter, {a} {c}
hvor sup og inf selvfglgelig bliver hen- {b
holdsvis U og N.

0

Vi kalder et gitter L begraenset, hvis det har en bund og en top, som vi kalder
henholdsvis 0 og 12, og vi kalder L distributivt hvis den distributive lov gaelder for
sup og inf. T ovenstaende eksempel ses det klart, at gitteret er begraenset (0 = ()

Ly overdesekker , hvis der geelder fglgende: < y og hvis z < z < y vil 2 = z.
2Lharet 0, hvisJa€ Lsaa<zVx € L,ogharet 1 hvis3db € Lsaz <bVzxc L.
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og 1 = {a, b, c}) og distributivt, da den distributive lov gaelder for N og U.

I moderne matematik er det sjeeldent at tale om en struktur uden at komme
ind pa den associerede mangde af strukturbevarende afbildninger. I de begran-
sede distributive gitre kaldes de strukturbevarende afbildninger for {0, 1}-gitter-
homomorfier.

Klassen af en struktur inklusive dens strukturbevarende afbildninger er sma
skridt i retning af kategoriteori. Det er denne teori, der er basis for den reprae-
sentation, som jeg vil snakke om nu.

Det viser sig nemlig, at der er en (1-1) korrespondance mellem de begraensede
distributive gitre Dgy; og en sarlig slags topologiske rum, nemlig de begraensede
stonerum Sp (denne korrespondance er selvfolgelig op til isomorfi af gitre og
homeomorfi af stonerum).

Til den der kender en smule til topologi, kan jeg sige, at et begraenset stonerum
er et topologisk rum X, som opfylder:

(i) X er kompakt og Tp, hvilket vil sige, at for alle z,y € X, hvor z # y findes
en aben maengde Usax € Uogy ¢ Uellerye U ogx ¢ U.
(ii) De kompakte abne maengder udger en basis for X.
(iii) For hvert par af ikke-tomme familier af ikke-tomme kompakte dbne maeng-
der (Xs)ses 0g (Yi)er, vil

Nx.cUv=39csgrcr: (xclJv
s€S teT ses’ teT’

hvor S” og T er endelige delmangder.
(iv) For alle ikke-tomme familier af kompakte abne maengder (X)seg vil

(X =0 = 39CS: (X, =0,
seS ses’
hvor S’ er en endelig delmangde.
Vejen til korrespondancen er lang, men kort fortalt ggr man fglgende:
Definition Lad L vaere et gitter og lad §) # J C L. Hvis

(i) a,beJ = avbeJ
(i) aeLbeJoga<b = acJ
(iii) anbe J = a€ Jellerbe J

kaldes J et primideal, og maengden af alle primidealer betegnes Z,(L).

Vi viser nu, at man far fglgende saetning.

Saetning Lad L veere et gitter og lad a € L. Da vil afbildningenn : L — @(Ip(L))
defineret ved
na— X, ={le€Z,|a¢l}
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veere en gitterhomomorfi.

BEevis: Vi skal altsa vise, at X, = X, U Xy, og at X, = X, N X, for alle
a,b € L. Lad I € Z,,. Vi har altsa folgende:

Xew=1{I€Z,|aVvb¢gl}
={leZ,|a¢ ellerb¢ I} bruger (ii) i ovenstaende definition
=X, UX, simpel maengdeteori

Pa tilsvarende made ses det, ved at bruge (iii) fra ovenstaende definition, at
Kanp = Xo N X L]

Vi vil nu gerne have, at afbildningen 7 giver en isomorfi fra L ind i et delgitter®
af ©(Z,(L)). Eftersom §(Z,(L)) er distributivt, og et delgitter klart nedarver
denne egenskab, ma en ngdvendig egenskab for L vaere, at det er distributivt.
Det viser sig, at dette er nok, men dette er ikke bare sadan lige at vise. Man
bliver nemlig ngd til at vise, at der er "rigtig mange” primidealer, for at det kan
lade sig ggre. Her ggr man brug af Zorns Lemma, og en god mangdeteoretiker
ved, at det betyder, at udvalgsaksiomet ma antages at gaelde.

Nu har vi altsa en repraesentation af de distributive gitre og dermed ogsa de
begransede af dem, men for at dette skal veere brugbart, bliver vi ngd til at
karakterisere, hvad billedet af n er. Her er det, at man finder en smart topologi
pa Z,, som man kalder for et stonerum (stonerum er altsa konstrueret ud fra et
gitterteoretisk aspekt og ikke et topologisk aspekt). Efter en del mere udregning
kommer man frem til Stones bergmte repraesentationssaetning.

Stones Reprasentationsssetning
Lad L vere et begrenset distributivt gitter, og lad a € L. Da wvil afbildningen
n:a— X, vere en gitterisomorfi fra L ind 1 de kompakte abne mengder af det

begreensede stonerum . (L) := (Z,(L),T), hvor

T = {U CZ,(L) } U er en forening af elementer fra {X, | a € L}}

[ ovenstaende sztning burde man selviplgelig forsikre sig, at (L) egentlig er et
begranset stonerum, hvilket forholdsvis nemt vises.

Vi kalder de kompakt abne maengder i et begraenset stonerum X for 7 (X),
og ovenstdende s@tning giver nu, at L ~ .7 (. (L)). For at klare resten af (1-1)
korrespondancen viser man, at for X vil 7 (X) vaere et begraenset distributivt
gitter, og at .7 (.7 (X)) er homeomorf med X.

3Du geettede rigtigt:
0 #J C L, J delgitter af L, hvis Va,be J vilavbe JogaAbe J.
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I stonerummet veelger vi de strukturbevarende afbildninger til at veere de
strengt kontinuerte funktioner, som er afbildninger for hvilke originalmeangden til
en kompakt aben maengde er kompakt aben, og det viser sig, at der ogsa er en (1-
1) korrespondance mellem de strukturbevarende afbildninger i Dy; og i Sp. Altsa
er der en (1-1) korrespondance mellem strukturene og deres strukturbevarende
afbildninger, og dette kaldes en dualitet.

Hvis man er interesseret i at laese mere omkring gitterteori og fa selve du-
aliteten bevist, anbefaler jeg at lase [1] og [2|. Det kan her naevnes, at [1]| har
mangdeteorien som tilgang til gitre, og |2| har kategoriteorien som tilgang til
gitre.

Okay, nu ma det vaere nok. Hvorfor er gitre interessante, og hvorfor er ovensta-
ende interessant? Jo, allerfgrst vil jeg citere et kendt udtryk i matematik: "Alting
er maengder". Eftersom gitterteori viser en masse omkring en speciel gruppe af
ordnede maengder, ma dette selviglgelig undersgges. Den ovenstaende dualitet er
interessant, fordi det forst og fremmest er et vigtigt redskab til at 1gse problemer.
Det er nemlig godt at have muligheden for at oversatte et problem i en struktur
til et problem i en anden struktur.

Jo, men kan du overhovedet pege pa et begranset distributivt gitter, som ikke
er endeligt (ellers kunne du jo bare pege pa eksemplet). Det kan jeg faktisk godt,
for hvis man taenker sig lidt om, bliver Ny hvor ordningen er | (gar op i) et be-
graenset uendeligt distributivt gitter. Har du brug for et lille hint? Jeg kan naevne
sa meget, at i dette gitter bliver sup lig mfm og inf lig sfd, og noget pudsigt bliver
0=1o0g1l=0. Tyg lidt pa den.

Der er dog ogsa andre grunde til, at det er interessant at se pa gitterteori.
Det viser sig nemlig for eksempel, at veere et godt redskab inden for logik. Inden
For den klassiske logik kan naevnes boolske algebraer. En boolsk algebra er en
struktur A sa

(i) A er et begreenset distributivt gitter.
(ii) For alle a € A findes et —a € A, som opfylder, at ~aVa =1 0g -aAa=0.

Den kvikke laeser ser sikkert, at maengden af de boolske algebraer bare er en
specifik delmangde af Dy, og i denne situation bliver stonerummet . (A) faktisk
et kompakt Hausdorff rum.

Hvad mere interessant er, at hvis man er kendt med udsagnskalkulen, sa ved
man, at der findes en semantisk og en syntaktisk metode til at beskue denne. Hvis
det er lidt rustent, kan jeg lige minde om, at den semantiske metode er den, hvor vi
siger, at en veldefineret formel ¢ er sand, hvis dens sandhedstabel er sand for alle
mulige situationer. Den syntaktiske metode er baseret pa et deduktionssystem,
hvor en veldefineret formel er sand, hvis den kan blive udledt fra en mangde af
axiomer via givne deduktionsregler.
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Jeg ma ogsa hellere lige forteelle jer, hvordan en veldefineret formel defineres
i udsagnskalkulen:

(i) Enhver udsagnsvariabel, hvor udvalgsvariablerne er en uendelig mengde
kaldet {xq,x1, z2,...}, er en veldefineret formel.
(ii) Hvis ¢ og ( er veldeniferede formler, sa er = og (¢ — () veldefinerede
formler.
(iii) Enhver veldefineret formel kommer fra et endeligt antal anvendelser af (i)
og (ii).
Man kan nu for bade den semantiske og den syntaktiske metode finde en ordning,
og det viser sig, at dette ggr de to metoder til boolske algebraer, og at disse
boolske algebraer er ens. Denne algebra kaldes Lindenbaum-algebraen, eller kort
LINDA.
Gitterteori bliver ogsa brugt inden for intuitionistisk og modallogik, men det
vil jeg ikke komme naermere ind pa.
Hvis man vil leese mere omkring brug af gitterteori i logikken, anbefaler jeg
at laese |3] og 4], og hvis man vil vide, hvordan man finder frem til LINDA, skal
man kigge i [1].

Gitterteori er ogsa interessant, eftersom det bliver brugt en del inden for
computervidenskab. Desvaerre er dette omrade meget teknisk, og jeg kan derfor
kun lige skrabe det pa overfladen og se, hvad der drysser af.

Allerforst ser jeg, at inden for computerdesign er gitre et vigtigt redskab. Nar
vi her siger computerdesign, mener vi for eksempel programmeringssprog og inte-
grerede komponenter, kaldet transistorer, i computeren. For eksempel angaende
transistorerne i computeren kan navnes, at disse er linket sammen, i hvad man
kalder porte (‘gates’)?. Disse porte har tre muligheder for at sende information
rundt i komponenterne, og disse tre muligheder ligner meget det, der sker i en
boolsk algebra, hvor dens tre operationer er A,V og —.

Faktisk hgrer portdiagram, mikroprogrammering og kredslgbsopbygning sam-
men med en konstruktion kaldet boolske termer, som kort kan forklares at vaere
en klasse af elementer opbygget af A,V og —. Opbygningen sker pa nogenlunde
samme made, som de veldefinerede formler opbygges.

En anden grund til at gitterteori har stor betydning for computervidenskab,
er et omrade inden for gitterteori kaldet fuldstzendig partiel ordnede mangder
(CPO) og domener, som er en specifik delmzngde af CPO. Disse omrader bliver
for eksempel brugt, inden for spgrgsmalet omkring noget kan computeres og inden
for rekursive processer, som er en meget vigtig del inden for computervidenskab.

Som I nok kan laese, er dette vitterligt kun at skrabe overfladen, og hvis man
vil vide mere omkring dette omrade, kan man finde yderligere information i [1],

4Disse informationer er fundet fra engelske tekster, og derfor viser jeg lige det engelske
udtryk for, hvad jeg kalder for en port.
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og denne bog anbefaler ogsa at kigge i [5].

Jeg haber, dette har svaret pa jeres spgrgsmal omkring gitterteoriens vigtig-
hed. Jeg haber ogsa, at I synes, det har vagt jeres interesse omkring teorien. Man
kan naermest sige, at I forhabentligt er blevet fanget i dens gitter.
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