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Velkommen
Tarje Bargheer

Vi har kontakt med vores leeserskare; det lykkelige, at i har reflekteret over - og
responderet til FAM@S, er haendt. Vi kan sdledes i dette nummer praesentere
en svarende preest, samtidig med at vi har udvalgt en (der var flere besvarel-
ser) vinder af opgaven fra sidste nummer. At vores laeserskare sorger for at
binde FAM@S sammen pd denne méade, glaeder vi os meget over. Og vi haber
at i, nu hvor julen er sa lykkelig og givende stund, vil overveelde os i lige s&
udstrakt grad.

FAM®@S egner sig fremragende til hyggelaesning i de kolde julenatter. Men
husk dog, selvom det kan veere sveert at tro: Julen handler trods alt om mere
end blot at laese matematik. Fra FAM@S gnsker vi i hvert fald en rigtig



Vinderen
Ulrik Torben Buchholtz

I sidste nummer af FAM@s udlovede vi folgende bog til preemie, meget venligt
sponsoreret af Universitetsbogladen: Remarkable Mathematicians from Eu-
ler to von Neumann af Ioan James. Vi fik flere svar pa den forste opgave om
stambreker, og vi har valgt at preemiere besvarelsen af Nicolai Bork og Tor-
ben Birk fra Kemisk Laboratorium. Opgavestillerens besvarelse folger efter et
resumé af opgaveformuleringen.

Stambroker

Givet et naturligt tal n, pd hvor man mdder kan stambregken 1/n skrives som
sum af to stambreoker? Mere preecist, hvor mange talpar (a, b) af naturlige tal
loser ligningen

= ?

1

1=14
Opgaven er fra ,Problem des Monats“ oktober 1997 fra Hamburger Schii-
lerzirkel Mathematik.

Q=
S =

Besvarelse

Forst bemeerker vi, at for en lgsning (a, b)) mé vi have a, b > n. Vi pastar nu, at
antallet af lesninger netop er antallet af divisorer i n>.
Antag forst, at (a,b) er en lesning. Seettes d = a — n € N fés

a—n d
an  n2+nd

S
SHES

1
b
hvoraf vi ser, at d | n’.

Antag omvendt, at d | n?. Da kan n? skrives som produktet de. Seet a = n+d
0ogb=mn+e. Nuer

1 1 1 1 2n+d+e B 2n+d+e 1

a b_n+d+n+e_n2+(d+e)n+de— Cn+d+en n

Altsa er der en bijektiv korrespondance mellem mangden af losninger
(a,b) og maengden af divisorer i n?.



Strik et Mobiusband:

hvorfor og hvordan
Sara Arklint, strikker

Efter sigende er strikning kommet pd mode igen. Det er nemlig s skont at
kunne sidde ude i det offentlige rum og signalere overskud.

Der er ogsa universitetsstuderende der er begyndt at strikke. Selv naturvi-
denskabsstuderende. Vores studenterpraest har endda oprettet en strikkecafe.
Og der er set strikkere ved flere forelaesninger pa IMF!

Handler dette ogsd om at signalere overskud i et offentligt rum? Maske.
Men det handler om mere end det. Jeg vil endda opfordre mine medstude-
rende til at strikke et (eller flere) M6biusband®.

Hvorfor

Det bliver nemmere at studere hvis man strikker.

Studenterpraesten oprettede bl.a. sin strikkecafe fordi han ved at det er
sundt at foretage sig noget meget konkret ndr man i dagligdagen ofte foreta-
ger sig noget meget abstrakt. Undersogelser har nemlig vist at det at foretage
sig noget konkret (og kreativt) styrker ens evne til at teenke abstrakt (og ana-
lysere). Derudover kan man hindre at dele af ens hjerne der. For hjerneceller
dor som bekendt ud hvis de ikke bruges.

Dette er dog slet ikke det bedste argument for at strikke. Det kan nemlig
vaere forbandet smart at strikke under forelaesningerne. Hvis man ikke er i
stand til at have al sin opmarksomhed pa forelaeseren, er det godt at strikke.
Hvis man sagtens kan holde sig koncentreret, kan det veere dumt at strikke
fordi strikketojet kan tage noget af ens opmarksomhed. Men hvis man ikke
kan holde opmarksomheden pa foreleeseren, dvs. hvis man er ved at falde
i sovn, er det smart at strikke. For man herer altsd bedre mens man strikker
end mens man sover. Og det er meget sveert at falde i sovn med et strikketoj i
henderne.

Jeg synes statistik er speendendene. Men statistikere har af en eller anden
grund alligevel en utroligt sevndyssende virkning pd mig. Jeg har dog kun

ILaves som et almindeligt band, blot drejes en af enderne en halv omgang inden de sluttes
sammen



sovet til en eneste af de 10-15 2SS-forelaesninger jeg har veeret til: den hvor
jeg havde glemt mit strikketgj.

Og hvis man skal strikke, kan man vel lige sd godt strikke et interessant
matematisk objekt. PA kleinbottle.com fas Kleinflaskehuer med matchende
Mobiusbandshalsterkleeder. S hvorfor ikke strikke et Mobiusband?

Hvordan

Da det er sveert at leere at strikke alene udfra en tekst, vil jeg ikke forsoge at
forklare hvordan man strikker. Hvis du ikke ved hvordan man strikker, vil jeg
derfor opfordre dig til at sperge din mor, din mormor eller méske en af de
strikkere der sidder i kantinen. Og vent da med Mobiusbandet til du har pro-
vet at strikke fx halsterklaeder.

Mobiusbéandet skal strikkes pa rundpind.? Rundpinden lgber langs ban-
dets rand: du starter inde i midten af bandet og strikker ud.

Du skal starte med noget garn i en anden farve end bandet skal have. Det
du strikker med dette garn, skal nemlig senere hen pilles eller klippes vek.

Du skal slé lige s& mange masker op som hvis du skulle strikke et almin-
deligt bAnd med samme storrelse (hals)abning. Og rundpinden mé ikke veere
leengere end abningens omkreds.

Strikker du ribstrik med n ret og n vrang, skal du serge for at det antal
masker du sldr op er @kvivalent med » modulo 2n. Strikker du 2 ret og 2 vrang,
skal du altsa i stedet for 120 masker sla 122 masker op.

Med dit ‘rigtige’ garn, den farve badndet skal have, strikker du en pind. Nar
du sa nar tilbage til den forste maske med ‘rigtig’ farve, skal du strikke videre
uden at tage maskerne af venstre pind. Nar du er naet alle maskerne rundt,
skal du sa strikke videre pa almindelig vis. Det er pd denne made du giver
bandet ‘drejningen’ og far rundpinden til at lobe langs hele randen.

Hvis du ikke vil have meget lase masker, kan du overveje at tage en haek-
lenadl til hjeelp mens pindene sidder stramt op ad hinanden.

Nar bandet har ndet passende bredde, lukker du af pa saedvanlig vis.

Det stykke garn med en anden farve der sidder inde lang bandets midte,
kan du nu fjerne. Og du skal sorge for at feestne den garnende fra det ‘rigtige’
garn der stikker ud inde ved bédndets midte.

Bandets midte vil veere mere eller mindre tydeligt markeret. Strikker du
kun retpinde, vil midten blive kraftigt markeret da den ene halvdel af ban-
dets side vil se ud som var den strikket ret mens den anden vil se ud som var
den strikket vrang. Jeg vil derfor anbefale at du strikker pd en made hvor der
ikke skelnes mellem ret- og vrangside. Fx ribstrik eller perlestrik.

2Qpskriften er fra The Geometry Center ved University of Illinois at Urbana-Champaign:
http://geom.math.uiuc.edu/docs/education/institute91/handsout/nodel5.html









Side 9-satningen
Ulrik Torben Buchholtz

Ogsé i dette nummer af FAM@S er side 9-seetningen ganske let fordejelig, men
forhabentlig ogsa lidt fornoejelig! Jeg har igen veeret i Ross Honsbergers Inge-
nuity in Mathematics (MAA, 1970), hvor jeg fandt nedenstdende kurigsitet.

Liouvilles generalisation

Det er velkendt, at
P42+ o4n®=1+2+-+n)

for alle n € N (ellers vises det let ved induktion). Dette nummers side 9-
setning er en lille generalisation af dette resultat, som tilskrives Liouville. I
sin formulering minder det om en tryllekunst:

Side 9-saetningen. Lad N € N. Lad d, = 1,ds, ...,d, = N betegne de positive
divisorer i N. Lad c; betegne antallet af divisorer i d; fori = 1, ..., k. Da geelder

a4+t =(+et-+a)

Bevis. Beviset gar i en reekke trin. Forst viser vi seetningen for tal pa formen
N = p" med primtal p. I dette tilfeelde er divisorerne 1, p, . .., p", og antallet af
divisorerip’ eri+1. Seetningen udsiger altsé i dette tilfeelde blot det velkendete,
at

P42+ o+ (n+1P=0+2+--+(n+1)>~%

Beviset gar nu ved fuldsteendig induktion efter N. Hvis N > 1 veelges
primdivisor p i N. Lad p™ veere den sterste potens af p, der gr op i N. Vi har
altsa N = p"K, hvorn > 1 0gp t K. Pr. induktion antages satningen for
tallet K. Lad d, ds, . . ., d;, betegne divisorerne i K oglad ¢, co, ..., ¢, betegne
antallet af divisorer i disse. Ifolge antagelsen gelder altsa

Attt =(tet-+a)
Divisorerne i N = p"K er nu preecis de (n + 1)k tal

p0d17 p0d27 s 7p0dk7
p1d17 p1d27 cee 7p1dk7

pdy, p'ds, ..., p"ds.



(Her benyttes aritmetikkens fundamentalseetning) Antallet af divisorer i disse
tal er henholdsvis

lcy, leo, ..., 1cy,

2¢q, 2¢9, . .., 2¢k,

(n+1)er, (n+ Deg, ...y (n+ 1)y
For summen, S, af disse antal har vi altsd
S=14+2+---+n+1))(ct+c2a+--+cp).
Idet seetningen kan anvendes pa hver faktor for sig, far vi

SP=1+2 4+ + 1) E+E++ D)
= (G +cS+- )+
((2c1)” + (2¢2)* + -+ + (20)*) +

+ ((n+De)” + ((n+ Dea)* + -+ ((n + Der)?).
Dette udtrykker netop setningens pastand for det givne N > 1. O

Som eksempel kan vi anvende saetningen pd N = 48. Her er divisorerne
1,2,3,4,6,8,12, 16,24, 48.
Antallet af divisorer i disse er hhv.
1,2,2,3,4,4,6,5,8, 10.
Seetningen udsiger altsd i dette tilfeelde, at
P23 423433443 143463453 +8° +10° = (1424243 +4+44+6+5+8+10)2

Dette er faktisk rigtigt, og tallet pa begge sider af lighedstegnet er 2025.
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Et glimt af designteori
med et godt gje til Steiner tripelsystemer.

Lise-Lotte Sabano

Da jeg var Erasmusstuderende pa University of Leeds, stiftede jeg bekendt-
skab med nogle grene af matematikken, som man ikke normalt far praesen-
teret her i huset. Den oplevelse vil jeg gerne dele lidt ud af, sd her folger et
kort indblik i designteori.

Til at starte med opbygger vi lidt intuition om designteoriens begreber. Vi be-
tragter to mangder af objekter med en relation i mellem dem: V betegner
den ene mangde bestdende af punkter og 5 betegner den anden som bestar
af blokke. Relationen beskriver det tilharsforhold, der er mellem punkterne
og blokkene: En blok bestar af en delmangde af punkterne. Det kan ogsa for-
muleres sddan, at relationen foreskriver, hvordan punkterne fordeler sig pa
blokkene. Vi siger, at et punkt x € V ligger i en blok B € B eller at B indehol-
der z.

I euklidisk geometri findes mange eksempler pa strukturer, der bygger pa
en sddan relation. Vi kan f.eks. se pd mangden af punkter og maengden af
linier i planen, og tenke pé linierne som blokke. Hver blok indeholder en
mangde punkter og punkterne fordeler sig pa blokkene. Tilsvarende kan vi
i 3 dimensioner se pa linierne som mangden V af punkter og planerne som
meaengden B af blokke. P4 denne mdde kan vi illustrere nogle strukturer som
er eksempler pa uendelige design, men i det folgende vil vi nejes med at se
pé endelige design.

Definition 1. Givet hele talt, k,v,b,r og\ medt < k < v og\ > 0. Et t-design
med parametrene v,k og A er en endelig meengde V af punkter og en endelig
meengde B af blokke, hvor |V| = v, |B| = b og bloksterrelsen, dvs. antallet af
punkter i en blok, er k. Hvert punktx € V ligger i r blokke og hver delmcengde
iV af storrelsen t ligger i A blokke.

Designteoriens interessante spgrgsmal handler om hvilke betingelser der er
skal veere opfyldt for at sikre eksistensen af et ¢-design. Generelt er det meget
sveert at vise noget om, hvilke betingelser der er tilstraekkelige, s vi laeegger ud
med at se pa nogle nodvendige betingelser for parametrene v, k, t og \.
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Lemma 2. Givet et t-design. Lad H C V vcere en delmeengde af starrelse h og
lad )\;, betegne antallet af blokke, der indeholder H. Da gcelder at

v—~nh k—h
()= (o)
Bevis: Vi bruger et teelleargument, dvs. vi teeller antallet af delmangder, som
indeholder H pé to mader. Der er (/")) delmeengder af storrelse ¢ som in-
deholder H og hver af disse ligger i A blokke, s& A (")) blokke indeholder
H. Samtidig er der )\, delmangder af storrelse k£ som indeholder H og de
indeholder tilsammen ), (}~") mangder af storrelse ¢. Dermed er A (7)) =

M (i) B

Ovenstdende medforer at et ¢-design ogsa er et h-design. Almindeligvis
seetter vi b = )\, som angiver det antal blokke i et design, der indeholder den
tomme mangde, hvilket vil sige alle blokkene. For givne vaerdier af v og k kan
vi konstruere et ¢-design for 2 < ¢ < k ved at tage samtlige delmengder af V
med storrelse k. Sd er der tale om et trivielt design. Der kan ske det at en blok
bliver taget med mere end en gang, men vi f&r mere interessante design ved
ikke at tillade gentagne blokke.

Lad os vende blikket mod en seerlig type af ¢-design, nemlig dem med ¢ =
2. Det betyder i folge definition (1) at hvert par af punkter ligger i netop A
blokke. Desuden folger det af lemma (2) at det ogsa er et 1-design. Vi skal nu
se pd nogle npdvendige betingelser for eksistensen af 2-design.

Lemma 3. Parametrene for et 2-design med parametrene v, k, \ opfylder fol-
gende ligninger:
1) bk = vr.
)b (5) =X().
Bevis: Vi far i) ved at teelle antallet af punkter i et 2-design: Der er b blokke
gange k punkter i hver, hvilket svarer til v punkter gange r, som er antallet af
blokke hvert punkt ligger i.

Herefter far vi i) ved at teelle par af punkter: Der er b blokke med & par,
som er lig med )\ blokke der indeholder hvert par ganget med antallet af par
ialt. O

Definition 4. Et2-design er symmetrisk hvisv = b, dvs. hvis der er lige mange
punkter og blokke.

Vi bemeerker at v = b medferer at r = k, sd i et symmetrisk design svarer
bloksterrelsen til det antal blokke et givet punkt ligger i.

Lad os se et eksempel pa et symmetrisk 2-design:
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Eksempel 5. Et2-design med parametrene 7,3 og1 bestdar af dev = 7 punkter
V={1,2,..,7} ogb =7 blokke B =

{{1,2,4},{2,3,5},{3,4,6},{4,5,7},{5,6,1},{6,7,2},{7,1,3}}.

Her kan det ses at hver blok indeholder k = 3 punkter, hvert punkt ligger i
r = 3 blokke og hvert par (t = 2) af punkter ligger i \ = 1 blok.

Definition 6. Givet et t-design med parametrene v, k og \, definerer vi desig-
netsv x b fordelingsmatrix A til at veere A = (a;;) hvor

| 1, ndr punktet i tilhorer blok j
4= 0, ellers.

Fordelingsmatricen beskriver hvordan punkterne fordeler sig pa blokkene.
Nar vi opskriver matricen pa denne made betyder det, at reekkerne i A indi-
ceres efter blokkene og sagjlerne efter designets punkter. For et symmetrisk
design fér vi en kvadratisk v x v matrix.

Eksempel 7. Fordelingsmatricen for 2-designet med parametrene7,3 og1 fol-
ger her:

124 235 346 457 561 672 713
1| 1 0 0 0 1 0 1
2| 1 1 0 0 0 1 0
31 0 1 1 0 0 0 1
4| 1 0 1 1 0 0 0
5| 0 1 0 1 1 0 0
6| 0 0 1 0 1 1 0
71 0 0 0 1 0 1 1

Seetning 8. Lad I veere identitetsmatricen og J veere den matrix hvor alle ind-
gange er 1. For et symmetrisk design geelder da:

AAt = (r — N+ M.

Desuden erdet(AA") = r2(r — )1,
Bevis: Vi har at

aip - Gy aiyr - Gy

AAY =

Ayl - Oy A1y - Oy
Hvis i = j da er a;;a;; = 1 netop nar a;; = 1 hvilket vil sige at punktet 7
ligger i blok ;. Samtidig er der r blokke som indeholder ¢, hvilket giver (reekke
i)(reekke j) = r som er diagonalen af AA*. Hvis i # j daer a;;a;; = 1 netop ndr
bade a;; = 1 og aj; = 1, hvilket vil sige at punktet 7 ligger i blok j og punktet j
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ligger i blok i. Samtidig ligger punkterne i og j i A blokke, hvilket giver (raekke
i) (reekke j) = \. Vihar altsa

L , r—A 0 A A
AAt = . ' . ' - .‘- +
: \ A 0 r—A A A
DR /r'
= (r— N+ M.

Nu kan vi bruge det, at determinanten ikke sendres, nér vi leegger et mul-
tiplum af en reaekke til en anden raekke, og at hvis vi ganger en konstant pa en
rekke, sd ganges determinanten med samme konstant. Vi leegger de sidste
(v — 1) reekker til den forste og traeekker derefter A gange den forste raekke fra
de andre. Herved fas

A oo A
. A
det(AA") =det | °
A Ao
r+w—1)A -+ r+(w—-1)A
A A
= det .
A r
1 1 -1
A A
= (r+ (v —1N)(r — ) det \
A e A
1 1 1
r—A 0
=(r+ (v—1)A)det 0
0 - 0 r—2\

=+ @w-DNr—=N""1

Eftersom » = 2D har vi A(v — 1) = 72 — r og det(AA") = r*(r — \)*"" som
onsket. O

Den folgende ulighed giver os en vigtig egenskab ved 2-design, nemlig at der
er mindst lige s& mange blokke som der er punkter.

Saetning 9. (Fisher’s ulighed).!
Iet2-designerb > v.

'Resultatet blev vist af R.A. Fisher i 1940 og blev generaliseret i 1953 af K.N. Majumdar til
ogsd at omfatte andre ¢-design.
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Bevis: Dak < vog )\ > 0farvir > A\ Ved satning (8) er det(AA") = r?(r —
ATt £ 0. AA! er en v x v matrix og har dermed rank v. Hvis b < v s er
rank(A) < b < v som giver rank (AA") < v, men det er en modstrid. Derfor
mab>v. O

Selvom parametrene for et generelt 2-design opfylder de ngdvendige betin-
gelser i seetning (9), sd er der blevet vist et strengere krav der sikrer deres ek-
sistens. Folgende vigtige resultat bliver brugt til at vise ikke-eksistensen af
nogle 2-design.

Saetning 10. (Bruck-Ryser-Chowla).?

Antag, at et symmetrisk 2-design med parametrene v, k og \ eksisterer, da geel-
der folgende:

i) Hvis v er lige, s er k — \ et kvadrattal.

ii) Hvis v er ulige, sd har ligningen 2*> = (k — \)2? + (=1)"=Y \y? en losning for
de hele tal x,y og =, som ikke alle er 0.

Bevis: Antag for 7) at v er lige. Vi ved at fordelingsmatricen A for designet er
kvadratisk, s& (det A)? = det(AA") = k?(k — X)L, Det giver |det A| = k(k —
A\)@~1 og da dette er et helt tal er k — A et kvadrattal.

For at bevise ii) skal vi bruge nogle talteoretiske resultater, som bliver an-
givet her uden bevis:

Lemma 11. Lagrange’s identitet for fire kvadrattal.

(af + a3+ a3+ aj)(b; + b3 + b3 +b3) =cf + & + 3 + ¢
hvor
C1 = a1b1 — ang — a,gbg — a4b4
Co = Cblbz + a2b1 + a3b4 — CL4b3
C3 = CL1b3 + a3b1 + a4b2 — a2b4
Cy = CL1b4 + a4b1 + a2b3 — ang.

Lemma 12. Lagrange’s scetning.
Ethvert positivt heltal kan skrives som en sum af fire kvadrattal.

Nu kan vi se pa AA’. Vi kan associere de ubekendte = = (xy, 2o, ..., x,) med
punkterne i designet og associere en lineaer form L; med den j’te blok, hvor
L; =3¢ ja;;z; for j = 1,2, ..., v. L; er altsd summen af de z;’er hvis index er et
punktiden j'teblokog (L;---L,) = zA.Ladn = k—\,sdharvi AA* = nI+\J.
Vi kommer nu frem til

L2+ L3+ ...+ L2 =0AAZ! = x(nl + \J)xt = nalzt + Az Jx!
=n(x?+ 22+ + 1)+ Ao e+ 32

2R.H. Bruck og H.J. Ryser beviste satningen for A = 1i 1949, mens det generelle tilfeelde
blev bevist af S. Chowla og Ryser i 1950.

15



Ved lemma (12) kan vi skrive n = a? + a3 + a3 + a2 og da vi antager at v er ulige,
kan vi dele op i to tilfeelde:
Tilfeelde I: v = 1 mod 4. Ved lemma (11) far vi

n(x} + I?Jrl + xlz+2 + 37?+3) =yl + yi2+1 + yi2+2 + yz‘2+3

som giver

LI+ Li+.. + L=y +yi+...+y>  +n®+ylar+aa+...+x,)% (1)

Dette kan vi omskrive ved at lade w = z; + 23 + ... + z, 0g v, = x, og far
derved
LI+ L3+ . 4+ L2=yi+ys+...+y.q +ny. + .

Her er Ly, Lo, ..., L, og w rationale linearkombinationer af vy, v, ..., 4, 0g (1)
er en ligning med y1, yo, ..., y, som variable. Seet nu L; = byy; + bioya + ... +
b1,y,. Da kan vi substituere y; med en vilkarlig rational linearkombination af
Y2, ..., ¥, 0g opna en ligning med en variabel mindre. Hvis b;; # 1 kan vi seette
L, =y hvory, = ﬁ(blng + ... + by, ). HVis by = 1 seetter vi L; = —y; hvor
y1 = —(biaya + ... + b1y, ). Begge disse muligheder giver L,? = y;? s& nu har vi

L2+ 4+ L=+ .  +92  +ny’+ 2w

Ved at gentage denne proces fremkommer ligningen L,? = ny,*+ \w? hvor L,
og w er rationale multipla af y,. Lad y, veere et heltal x, hvor x er et multiplum
af L, og w’s naevnere. Da har vi hele tal 2,y og z med z # 0 séledes at z* =
na? + \y2.

Tilfeelde II: v = 3 mod 4. Lad ., veere en ny ubekendt og laeg nx, 2 til pa
begge sider af (1). Det giver

LI+ L3+ .+ L2+ nag =yl +ys+... + 92 +nxd +nwe® + Aw?
Dette kan vi omskrive ved at bruge y, = z, 0g y,+1 = x,41 0g far
LI+ L+ .. L2 4nrg =yl +ys+... 92 0y, +nye® + 2w’

Nu kan vi anvende samme fremgangsmade som i Tilfeelde I og nér frem til
NTyi1? = NYps1’ + Aw?. Her er z,,, og w rationale multipla af v, ;. Lad v,
veere et helt tal som er et multiplum af z,,; og w’s navnere. Da har vi en hel-
talslesning til ligningen 2? = nz? + \y% O

Vi vil nu betragte en serlig type 2-design.
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Definition 13. Et2-design med k = 3 og A = 1 kaldes et Steiner tripelsystem?
af orden v, og vi skriver STS(v).

Seaedvanligvis omtales blokkene i et STS(v) som linier. Der er altsa tale om
et design, hvor hver linie indeholder netop £ = 3 punkter og vi kan derfor
teenke pa en linie som en "tripel."Desuden ligger hvert par af punkteri A =1
linie hvilket betyder, at hvis vi vil afgere om et 2-design er et STS(v), sa er det
forholdsvis enkelt at se om dette er opfyldt. Her folger en satning, der giver
nedvendige og tilstraekkelig betingelser for eksistensen af et STS(v).

Seetning 14. Et STS(v) eksisterer hvis og kun hvis entenv = 0 ellerv = 1 eller 3
mod 6.

Det skal bemeerkes, at tilfeeldene v = 0, 1 og 3 giver trivielle design; STS(0)
har ingen punkter eller linier; STS(1) har et punkt og ingen linier; STS(3) har
tre punkter og en linie.

Beviset for seetning (14) er meget omfangsrigt, sd vi vil nojes med at skitsere
forlgbet. For at vise nadvendigheden, antages det at et STS(v) findes. Vi bru-
ger igen et telleargument til at fastsld at

 Ethvert punkt liggerir = @ tripler.

e Dererialtb = % tripler.

Herefter bemaerkes det at for n > 0 er bade r og b hele tal og at v er ulige, dvs.
v = 1,3 eller 5 mod 6. Til sidst udelukkes muligheden at v = 5 mod 6.

Beviset for, at seetningens betingelser er tilstraekkelige, er todelt: For tilfeel-
det v = 3 mod 6 benytter vi en direkte konstruktion af punkterne og triplerne,
hvorefter deres antal telles for at sikre, at der er s& mange som definitionen
af et STS(v) foreskriver. Derefter vises det at to vilkarlige punkter ligger i en
entydigt bestemt tripel. For tilfeeldet v = 1 mod 6 tages en rekursiv konstruk-
tion i brug, hvori det vises hvordan vi kan bygge storre STS’er ud fra mindre.
O

Eksempel 15. Da7 = 1 mod 6 eksisterer et STS(7). Mcengden V af punkter og
B af linier er opskrevet i eksempel (5) og fordelingsmatricen ses i eksempel (7).
Herudover er dette design illustreret pa nedenstdende figur.

3Denne type design har lidt misvisende faet navn efter J. Steiner som i 1853 fremsatte
nogle eksistensproblemer, men de svarer ikke til betingelserne for eksistensen af STS(v).
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Indtil nu har vi set pa STS(v) med udgangspunkt i kombinatoriske metoder,
men vi kan ogsé konstruere sddanne design algebraisk.

Vi betragter legemet 7Z/2 og lader W veere et vektorrum af dimension (n +
1) over Z/2. Vi kan teenke pa vektorerne i I/ som maengden af alle (n + 1)-
tupler bestdende af elementer i Z/2. Desuden er |W| = 2""!. Nu lader vi V
betegne maengden af vektorer i W som er forskellige fra nul, hvilket giver |V|
= 271 — 1. Lad os se pd maengden {{z,y,z} : © +y + 2z = 0} og vise fol-
gende pdstand: Elementerne {z, y, z} i den naevnte mangde udger triplerne
iet STS(2" —1).

Vi kan bemeerke, at for z + y + z = 0 vil den tredje veere fastlagt entydigt,
ndr vi kender to af x,y og 2. Nu skal det vises at to vilkérlige punkter (som
er vektorerne i V), ligger i netop en tripel. Det svarer til at vise, at hvis = # y
og begge er forskellige fra 0, sd er z forskellig fra begge og = # 0. Antag at
0#x#y#0,sdgelderdetatz = —(z +y) = z + y, eftersom —1 = 1iZ/2.
Day # 0farvi z # y og tilsvarende da « # 0 far vi = # x, og endelig giver
x#yatz=x+y=1x—y #0.Altsd kan vi konkludere at to vilkarlige punkter
ligger i netop en tripel. Da der er 2" ! — 1 punkter har vi, i folge definition (13),
konstrueret et STS(2"! — 1).

Nu ligger det lige for at se pa udfaldet af denne konstruktion, nér vi satter
n = 2. Der fremkommer et STS(7):

Vi far, at W er et vektorrum bestdende af 2° = 8 vektorer over Z/2, som
giver meengden af punkter V = {(100), (010), (001), (110), (101), (011), (111)} *
og |V| = 7. Triplerne dannes som i konstruktionen ved at samle tre punkter
hvis sum er nul, f.eks. (100) + (010) + (110) = (000). Punkterne og triplerne
kan illustreres ved folgende diagram, som vi genkender fra designet i eksem-
pel (15).

“Nér der star (100) menes der den tredimensionale vektor (1,0, 0).
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(010)

(011) (110)

(111)

(001) (101) (100

Afslutningsvis kan vi indse entydigheden af STS(7): Givet et STS af orden
7. Antag at to vilkarlige tripler B; og B, ikke har nogen punkter til feelles. Et
punkt fra B ligger i en tripel B; sammen med et punkt fra B, og ydermere
ligger der endnu et punkt i triplen B3. Nar punkterne fra B; og B, kombine-
res, giver det os 6 tripler i modstid med, at vi lagde ud med et STS(7). Vi kan
altsd konkludere at to vilkarlige tripler i designet har et punkt tilfeelles. Dette
betyder at vi kan nummerere punkterne som 1,2, ..., 7 og opskrive triplerne
som angivet i eksempel (15). Givet to STS(7) kan vi herved finde en bijektiv
afbildning, der sender triplerne fra det ene design over i triplerne fra det an-
det, sa STS af orden 7 er entydigt bestemt. Det kan i gvrigt vises, at STS(7) er
isomorf med det projektive plan af orden 2.

Denne fremstilling er baseret pa folgende tekster:
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En replik fra Studenterpraesten

alias Nicolai Halvorsen

I sidste nr. af FAM@S var der en tegneserie af hr. Thomas Edison, hvori der
afslutningsvis blev stillet to spergsmal: , Tror I Studenterpraesten leser FA-
M@Ss? Tror I Gud ger?“ Nu kan jeg jo ikke vide hvad leesere af FAM@S tror, sa
derfor kan jeg ikke besvare det forste sporgsmal. Men den implicitte viden-
skabelige hypotese ,laeser studenterpraesten FAM@S?“ kan jeg umiddelbart
verificere. Ja det gor jeg da. Og jeg har vidner pé det. Det er derfor ikke leen-
gere et sporgsmal om tro, men en kedelig kendsgerning. Om jeg sé forstar det
jeg laeser er et andet sppgsmal, som generelt kan besvares med et nej. Jeg for-
star som regel ikke mange suk af de indviklede matematiske udregninger og
opgaver, hvilket alene skyldes min manglende dannelse indenfor matema-
tikken. Som klassisk sproglig student er mine matematiske forudsaetninger
ganske beskedne og jeg har ikke udviklet dem i stor stil siden gymnasiet.

Det andet spargsmal, , Tror I Gud leeser FAM@s“ kan jo ogsa besvares ved
en empirisk spergeundersogelse blandt FAM@S’ leesere. Den implicitte hypo-
tese ,laeser Gud FAM@S?“ er derimod vanskeligere at besvare. Det mé antages
at man ikke kan fa et entydigt svar fra Gud pa dette spargsmal. Det kan ikke
engang falsificeres, og ma derved afvises som et videnskabeligt spargsmal
(iflg. Popper). Selv om hr. Edison skulle fa svaret i en direkte abenbaring, kan
man jo sd tvivl om, hvorvidt dbenbaringen stammede fra Gud eller andet-
steds fra og dermed om svaret rigtighed. Det kunne jo veere djevelen som var
ude pa lojer eller det kunne veere hr. Edisons egen hjerne som spillede ham et
puds. Dette sporgsmal forbliver altsa et trosspegsmal. Man kunne selvfolge-
lig forspge med henvisning til Guds alvidenhed teologisk at sandsynliggore,
at Gud om ikke laeste, sd dog kendte indholdet af FAM@S, ja ikke alene dette
nr. af FAM@S, men ogsa alle forgdende og alle kommende nr.

Men spoargsmadlet for os er vel om den information ger nogen forskel?

I @vrigt mener jeg at de to udsagn fra Jesus og Hitler ikke kommer ind
under feenomenet videnskab og derfor uegnet til at demonstrere T.S. Kuhns
teori pa. Jeg tror ikke der er nogen teologer eller historikere som vil afvise af
Hitler sikkert har sagt noget fornuftigt i et svagt gjeblik (men mente han det?)
og at Jesus/Mathheeus ikke kun praedikede nzaestekeerlighed og forsoning. Det
som altsd haevdes som, ,det vi betragter som sikker viden*, er m.a.o. blot for-
domme og populere forestillinger. En egentlig fortolkning af det pagaeldende
skriftsted hos Matthaus vil det fore for vidt at prasentere her. (Men jeg har
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skrevet en praediken over naesten samme tema som kan laeses her!)

Desuden synes det mig, som om viden og indsigt benyttes i videnskabelig
betydning i forleengelse af Kuhn og med henvisning til facts. Men citaterne og
cirklen med det politiske betonkedslgb handler om etik, keerlighed, samvit-
tighed, krig, frihed, menneskesyn og politiske/ideologisk retorik, men ikke
om videnskab. Man kan jo godt sperge om det (videnskabeligt) sande uden
videre ogsa er (etisk) godt.

'http://www.sund.ku.dk/praest/ressourcer/Kirke/Pradikener/2002-02-27%20tema . htm
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Opgaver

Ulrik Torben Buchholtz

Vi fik ingen lgsninger til den anden af sidste nummers opgaver. Derfor gen-
tager vi denne, idet vi dog denne gang vil give det hint, at de studerende, der
har haft matematik XX, har en smule bedre forudsetninger for at lose den
end andre studerende.

En lappelaosning
Et stofstykke med areal 1 har faet pasyet 5 lapper, hver med areal storre end

eller lig 1/2. Vis, at der findes to lapper med felles areal storre end eller lig
1/5. Preecisér om nedvendigt opgaven.

Der skal dog ogsa veere plads til en ny opgave. Den kommer her:

En folge, tak!

Vis, at der for ethvert positivt heltal a; > 1 findes en voksende folge af positive
heltal a;, as, as, . . ., sdledes at a? + - - - + a2 er deleligt med a; + - - - + a;, for alle
k e N.

Vi gor opmeerksom p4, at der igen vil blive uddelt en preemie for den bedste
besvarelse af en eller begge opgaver.
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