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Leder

Udenfor ligger der sne hist og her, det er ikke seerlig varmt, og det her er ikke
decembernummeret af FAM®S. .. Tilsyneladende har naturen ikke helt samme
opfattelse som mange danskere af, hvordan vejret bgr veere p& denne arstid.

Som man kunne se pé side 3 i sidste nummer, var setternissen ved at lgbe med
indholdet. Desvaerre havde han valgt ikke at tage indkaldelsen til fagradsmgdet
med, og eftersom bladet fgrst udkom efter mgdet var blevet atholdt, havde det
ellers ligefrem veeret rart.

Nu vi er ved det med nisser, sd havde vi i sidste nummer ogsd en opgave om
nisser der skulle i seng. En af vores flittigste opgavelgsere, Henning Makholm,
har lgst denne opgave, og (som den eneste) sendt os sin besvarelse. Henning er
flittigere end som sé; han har nemlig teenkt videre over problemet med en mangde
af punkter med indbyrdes rationelle afstande. Med dette resultat har vi nu en
lgsning til det mest generelle spgrgsmaél stillet i den oprindelige opgave (marts
2001-nummeret af FAM@S), men Hennings konstruktion har en ny begraensning,
s& der er stadig noget at taenke over.

Sidste nummers anden opgave (som faktisk var opgave 1), var en af de ting
sxtternissen havde forgrebet sig pa...faktisk i en ganske voldsom grad. Denne
opgave ved jeg at der er flere, der har forsggt at lgse. En har patalt at nar aben
og loddet vejer det samme, sd kan bananen ikke veje noget, hvis systemet skal
vaere i ro. Fysisk set lyder det jo meget fornuftigt, men p& den anden side set sa
skal muren ogsé have en tykkelse, og der skal veere en hvis friktion mellem mur
og reb fgr det giver mening at kigge strengt fysisk p& det. Majbritt, som stod bag
opgaven har sendt os en fejlfri version af den med hendes lgsning, den er at finde
inde i bladet.

Majbritt har ogsa tilbudt at hjelpe med produktionen af FAM®S, og det har
vi naturligvis sagt ,,ja tak” til, s& pd dette nummer er Majbritt medredaktgr. Hvis
du ogsd har lyst til fire gange om &ret at bruge en dag pa at hjalpe med at lave
FAM®@sS s& kontakt os og hgr naermere.

Engang i efterdret kom en af de specialestuderende pd matematisk afdeling
under en tavlegennemgang af et problem for skade at betegne en ,,ond“ afbildning
med et dgdningehoved. Det fgrte til den chokerende opdagelse, at dette symbol
ikke var blandt de tusindsvis af symboler der findes til BTEX. Det matte der
selvfglgelig rettes op pa, og det er blevet gjort. IMF er nu det fgrste matematiske
institut i verden der kan tilbydes sin ansatte og studerende at inkludere pakken
skull, der i matematiske omgivelser (dvs. mellem § ellign.) giver angang til at
benytte kommandoen \skull med effekten .
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Dirichlets funktion og Dirichlets integral

Jens Carstensen & Alija Muminagic

I denne artikel ser vi pa et par forhold om Dirichlets funktion og integral (Lejeune
Dirichlet, 13. 2. 1805 (Diiren — 5. 5. 1859 (Géttingen), tysk matematiker).
Vi begynder med at minde om fglgende

Definition 1. Hvis f er en begrenset funktion pd [a,b] oga = 1o < 21 < --- <
T, = b og hvis

lim Z f () Az,

max \AJ},|—>O

eksisterer, hvor 1; € |xi,x;11] og Ax; = xi+ 1 — x;, kalder vi f Riemann-

integrabel og skriver:
b
S = / f(z)dx

En ngdvendig og tilstraekkelig betingelse for, at integralet fab f(z) dx eksisterer
er at fglgende graenseveaerdier eksisterer:

51 lim Zm,Axl og sy= lim Z M;Ax;,

max |Aa:l\~>0 max |Az;|—0 %
1=

hvor m; = infocy, 2, f(2) 08 M; = Sup ey, ,,,1 f(2). I bekraeftende fald har vi
b
s1=s2= [, f(x)dx

Newton-Leibniz’ formel.
Hvis f er kontinuert pa [a;b] og F(z) = [ f(x)dx er f f(z)dz = F(b) — F(a).
Hvis f(x) < g(x) for x € [a;b] er fa f Ydo < fa g(x)dz. Specielt er fa f(:p)dx’

J21f ()| da.

<

Lad funktionen f vare defineret pa [a; co[ og kontinuert i ethvert interval af
typen [a; A], (A > a). Hvis vi definerer

" ) = dim / e

a A—+4o00

kalder vi f et uegentligt integral for funktionen f i intervallet [a; o0 .

Hvis graensevaerdien findes, siger vi at integralet er konvergent. Ellers er det di-
vergent.



Der gelder, at
+o0

+oo
fapde| < [ 7@
Hvis integralet f:oo | f(x)|dz er konvergent, siger vi at integralet f;oo f(x)dz er
absolut konvergent.
Hvis integralet fa+oo | f(x)|dx er divergent, og fa+oo f(z)dx er konvergent, siger vi

at f;oo f(x)dz er betinget konvergent.

a

Vi vil nu vise fglgende satning:

Saetning 2. Diriclets funktion

T ; n(r.om! -

er diskontinuert 1 ethvert punkt.
Bevis. Vi satter a,,(z) = lim,,_, o cos™(m - m!-z). Lad x = &, (p € Z, q € N).

q’
Da m — 400 kan vi betragte m > g + 2 og vi far

cos"(m-ml-x) = cos"(m-ml-2) =cos"(m-1-2-...-q(¢+1)(qg+2)-...-m-£)
=cos"((g+1)(g+2)[1-2-...-(¢q—1)(¢+3)-...-m-p|]-m) = cos"(2km) = 1,
hvor k& € N. S3 er

= i m(z) = li lim 1)=1.
xw)= g emtz) =l (g )
Hvis x er et irrationalt tal er m! - x irrationalt for enhver vaerdi af m. Derfor
kan m! - = ikke veere et naturligt tal, sd | cos(m - m! - x)| < 1. Derfor er a,,(x) =
lim,, o cos™(m-m!-z) =0, dvs x(z) = lim,, 4 o0 @ (x) = lim,, 1 0 = 0. Altsd

er
1, €

X(x)z{()’ +¢Q

Lad nu b vaere et vilkarligt reelt tal. S& findes en fglge af rationale tal (z,) og en
folge af irrationale tal (y,) s& lim, 4o 2, = lim, o0 Y = b.
Nu har vi

lim x(z,)= lim 1=10g lim x(y,) = lim 0=0.

n—-+o0o n—-+o0o n—+o00 n—+o0o
Derfor findes lim, ., x(x) ikke og funktionen x er diskontinuert i punktet b. [

Saetning 3. Dirichlets funktion

er ikke integrabel i intervallet [0; 1].



Bevis. Lad 0 < zp < 21 < ... < x,, = 1 veere en vilkéarlig inddeling af intervallet
[0; 1]. Vi benytter, at der mellem to vilkarlige reelle tal findes et irrationalt tal.
Det betyder, at der findes irrationale tal ¢; € [z;;x;1] for i =0,1,2,...,;n— 1
s& vi far

n—1 n—1
=0 i=0
Desuden findes mellem to vilkarlige reelle tal et rationalt tal, s& der findes ratio-
nale tal ¢; € [z;;2,41] for i =0,1,2,...,n— 1 s vi far
n—1 n—1
SQZZXwZAxZ Zl A:CZ—Z(;UZH ) =x,—x0=1—0=1.
i=0 =0

Idet summerne s; og s findes for enhver inddeling af intervallet [0; 1] konkluderer
vi at

n—1
lim Y () A

max |Az;|—0 .
ikke findes. O

Saetning 4. Dirichlets integral

er betinget konvergent.

Bevis. a.) Vi har at

+OO . E . +OO .
S x 2 sSinx S T
[:/ dx:/ dx+/ dz. (1)
0 x 0 T x

2

t=1ler |22 <1 og

3
dxg/ 1dx=z.
0 2

Idet sinz < z for = € [0; 7]

T .,
2 sinw
/ dx
0 T

Derfor er funktionen

sinx

us

2
S/
0

T

integrabel pa [0; 1], dvs.




eksisterer og er endelig.
Videre fas ved hjelp af delvis integration:

) . A
T ginx ) Aging ) CcOS T A cosz
I, = dr = lim der = lim |— — dzx
s T ASYoo | A=¥oo T |= T 2
2 2 2 2
T cosx T cosx
=0- de = — dz. (2)
iy 2 iy 2
2 2
Nu er
T cosw 0| cos x| T dr 1\ |7 2 .12
QdIS 3 d.I‘S — =\ = —— ]lim - = —
o T T T L x) |z T z—doox T

Af 2 fglger at I er konvergent og da I = I; + I, er integralet I et konvergent
uegentligt integral.

b.) Vi har at

—+00
z:/
0

Da |sinz| <1 for z >0 er

sin x

T Too | s
da = /2 Sl”dx+/ [sinal g (3)
0 T T x

1 —cos2r sin’x _ |sinz|
= <

T

2x A
hvoraf
/+°°1—0052mdx§/+°°|sinx|dx (4)
s 2 s T
2 2
Videre er

T 1 — cos 2z T da T cos 2x
L= [ =S, Sl d
! /z 2x o /g 2x /g 2x o

2

A +oo +oo

dr 1 cos 2x 1 1. 7 1 cos 2z

= i —_ der = i —InA—-In— |—= d
At Jr 2 2/ z Ailfoo(zn 2“2) Q/g z

T T cos 2z
In — dz| .
n g —i—/g . SL’] (5)

us
2

1
=— lim InA— 1
A—+4o0 2

Vi kan konkludere som under a.), at integralet

T cos 2z
dx
s x
2




er konvergent og af 5 fglger at integralet I; er divergent og at

. 41— cos2x
lim ——dz = +o0.
A—+o0 g 2x

+00 | o3
/ | sin x| Az
T x

2

Af 4 fglger at

er divergent og ved hjalp af 3 konkluderer vi at f0+°° }%} dx er divergent. Altsa

sinx
T

o sinx
T

dz konvergent og da integralet [ ">

er integralet | | dz er divergent

fglger seetningens pastand. O

TO TEX OR
NOoT To TEX...




Lowners teori1 for matrix-monotone

funktioner og Jensens ulighed
Gert Kjergard Pedersen

Adskillige af jer har tidligere hgrt mig tale om matrix-monotonicitet og -konvex-
itet, samt om Lowners teori. Det er en gammel karlighed, og den ruster ikke sa
let. Den fgrste artikel om emnet skrev jeg i 1971, cf. [15], og jeg arbejder i disse
dage pa en ny artikel, cf. [8]. I &renes lgb er det vel blevet til en halv snes arbejder
omkring denne problemstilling, pa trods af at ,single operator theory” ikke er i
sarlig hgj kurs indenfor operatoralgebraen. Denne beretning er naturligvis kun en
oversigt, men jeg har vedlagt en stribe litteraturhenvisninger til dem der kunne
vaere interesserede i at bruge emnet til et projekt eller en specialeopgave.

Spektralteori Som bekendt udggr n x n—matricerne M, (C) en algebra over de
komplexe tals legeme. Denne algebra er det vigtigste og det lettest tilgaengelige
eksempel pé en ikke-kommutativ ring — dog med en hel del specielle egenskaber.
Blandt dem er den vigtige kommutative struktur man finder i form af delal-
gebraer: Hver gang man valger en ortonormal basis for det euklidiske rum C”
far man séledes en maximal kommutativ delalgebra af M, (C) bestaende af de
matricer som er diagonaliserbare med hensyn til denne basis. Enhver af disse
delalgebraer er altsd isomorf med C* = F({1,2,...,n}).

Dette fgrer til det man sadvanligvis kalder spektralteorien for symmetriske
matricer: Hvis = er en symmetrisk matrix kan den skrives pa formen x = u*du,
hvor u er en unitaer matrix og d = diag{\i,..., \,} er en diagonalmatrix. AEkvi-
valent hermed kan man skrive x = > A\ipy, hvor \; # \; for i # j, og hvor
egenveerdiprojektionerne p;, udggr en ortogonal familie med > p, = 1. For en-
hver funktion f (defineret pa et interval I der indeholder alle egenveerdierne \y)
seetter vi nu

fla) = urdiag{f(\), .., ) }u = F()pe. (1)

Hvis f er polynomiet v, + agt + - - - + a,, t™ vil f(z) = a1 + ayx + - + apa™,
sdledes at vores kalkyle passer med gangs ringnotation for f(x). Endvidere ses
det let at definitionen af f(x) ikke afhaenger af diagonaliseringen (som jo i prin-
cippet beror pd et valg af en ortonormal basis i C" og den dertil hgrende unitaere
matrix u). Afbildningen f — f(x) viser sig nu at veere en homomorfi af F(R)
ind i algebraen af diagonalmatricerne hgrende til den valgte basis; men den har



selviglgelig en enorm kerne, bestdende af alle de funktioner der er nul pa samtlige
egenveerdier Ai,...,\,. Som bekendt spiller denne homomorfi en stor praktisk
rolle i linezer algebra; og som de mere avancerede studerende ved er der endda en
version af spektralsaetningen der gelder for det uendelig-dimensionale Hilbertrum
og selvadjungerede operatorer pa dette.

Operatorfunktioner Vi far nu lyst til at vende spektralsaetningen pa hovedet,
og i stedet se pa spektralfunktionen z — f(z), hvor f er en fast reel funktion
og x varierer indenfor de symmetriske matricer med egenveerdier i intervallet /
hvor f er defineret. Idet (M, (C))s, er isomorf med R™ er vi i princippet ved
at undersgge vektorfunktionerne fra R™ ind i sig selv, men det er selvfglgelig
meget specielle funktioner vi betragter. Teenk blot pa konstruktionen: Ud fra en
funktion f af én variabel laver vi en vektorfunktion z — f(z). For hver variabel
x benyttes n af f’s veerdier samtidigt til at bestemme f(z).

De axiomatisk interesserede vil let kunne eftervise at en vilkarlig vektorfunk-
tion F': (M, (C))sa — (M,,(C))sa er en spektralfunktion, F(z) = f(x) som oven-
for, hvis og kun hvis F' opfylder de to betingelser:

(1) F(u*zu) =u*F(x)u hvis u er uniteer;
(2) 2y =0 medfgrer at F(z)F(y) =0 samt at F(x +y) = F(x) + F(y).

Lad os se lidt nermere pa denne spektralfunktion. Hvis f er kontinuert som
funktion af én variabel, s er det let (ved hjalp af approximation med polynomier)
at vise at x — f(z) er kontinuert som matrixfunktion. Hvis f er differentiabel kan
man definere matrixfunktionens differential, forstdet som den linezre afbildning
h — df,.(h) pad (M, (C))sa der fremkommer ved greensevaerdien

df,(h) = lim e~ (f(x + <h) — f()). (2)

Her er x en fast symmetrisk matrix indenfor definitionsomrédet, medens h er en
vilkarlig symmetrisk matrix. Beregning af differentialet er for det fgrste ikke nogen
let opgave, og for det andet giver det hgjst overraskende resultater. Hvis f(t)=t"
er df,(h) = > i, 2" 'ha™ ", Dette er naturligvis en linesr funktion af h; men
det er kun nar x og h kommuterer at vi genfinder det seedvanlige udtryk maz™ 1h.
Hvis f(t) = exp(t) er df.(h) = fol exp(sx)hexp((1 — s)x)ds. Dette kaldes ofte
Dyson’s formel, og hvis | er tilstreekkelig glat, saledes at f kan udtrykkes ved sin
Fouriertransformerede, f(s) = [ exp(ist) f(t) dt, giver dette en integralformel

for differentialet, viz. df, (h) = [ fol exp(istz)hexp(i(1— s)tx)it f () ds dt. Heraf
ses ganske overraskende at ||df,|| < ||f’||1 Les mere om dette i [16].
Vi skal specielt interessere os for differentialet hgrende til funktionen inv(t)

1/t for t > 0, og de dermed beslegtede funktioner f,(t) = t/(1+ at) for —1 <
a < 1, alle definerede for —1 < ¢ < 1. Ved simple regninger finder man at

dinvy(h) = —2 'ha™ og d(fa).(h) = (1 +ax) 'h(l +ax)™" (

w
~—

10



Operator-monotonicitet Omkring 1930 stillede Karl Lowner sig selv spgrgs-
mélet om hvorndr matrixfunktionen x — f(x) ville veere monoton — i den for-
stand at x < y indenfor ordningen af symmetriske matricer ville medfgre at
f(z) < f(y). Altsd hvis (z|€) < (y£|€) for alle £ 1 C", sa skal ogsd (f(z)E|€) <
(f(y)€|€). Han kaldte sddanne funktioner for matriz-monotone (strengt taget
matrix-monotont voksende funktioner). Léwner betragtede separat funktioner der
var matrix-monotone op til et vist dimensionstal n, men viste ogsa at det paneste
svar fik man ved at kreeve matrix-monotonicitet p4 M, (C) for alle naturlige tal
n.

Lowner sad pa det tidspunkt i Prag, men blev senere kaldt til Berlin af Ludwig
Bieberbach, da han bestyrkede Bieberbach’s formodning ved at vise at nogle af
koefficienterne i Bieberbach’s rackke var positive. Min forgaenger i embedet, den
elskelige Werner Fenchel, husker Léwner som en af de unge docenter man kunne
tale med selv om man ,bare” var student. Ligesom Fenchel blev Léwner tvunget
vaek af nazisterne efter magtovertagelsen i 1933, men han fik en smuk karriere
som en hgjt veerdsat professor ved Stanford University med speciale i komplexe
funktioner — nu som Charles Loewner.

Lowner’s problem er seerdeles ikke-trivielt, som nogle f& exempler viser: Funk-
tionen ¢ — t* er ikke matrix-monoton (det er let at finde et modexempel allerede
for 2 x 2—matricer), men funktionen ¢ — v/t er matrix-monoton. Mere generelt:
Funktionerne ¢ — t* er matrix-monotone for 0 < a < 1, men aldrig for o > 1.

Loéwner lgste problemet ved at undersgge differentialet af matrixfunktionen
f — omend dette ikke er let at se ndr man leeser artiklen i dag. For at indse
hvorfor dette er en god strategi bemerker man at differentialet opfylder analysens
fundamentalsatning

Fz+h) - fz) = /O Afeon () dt. (4)

[Der er som saedvanlig en mere generel version f(z+h)—f(x) = fol dfpay (F'(t)) dt,
hvor F'(t) er en glat kurve der forbinder x med z + h, men her far vi kun brug for
den rette linie F'(t) = = + th imellem dem, hvis differentialkvotient naturligvis er
F'(t) = h.] Man afleeser af (2) og (4) at en funktion er matrix-monoton pracis nir
dens operatordifferential er en positiv operator, altsd afbilder positive tilvaekster h
i positive billeder df,.(h) for ethvert x i definitionsomradet. Det er da et paent svar:
Funktionen er monotont voksende ndr dens differential er positivt. Problemet er
bare at differentialet ikke er sa let at beregne, se blot pa exemplerne ovenfor.
Ved at regne pd matricerne fandt Lowner at hvis x = diag{\,..., \,} og
h = (hi;) s& er df,(h) = Df, « h. Her er den symmetriske Lowner-matriz D f,
givet ved (D f,);; = (f(X\;) — f(Ni))/(A; — i), hvor denne kvotient skal oversattes
ved f'(\;) hvis \; = \; (altsd specielt hvis i = j), og  refererer til Schur produktet
af matricerne, altsd (D f, « h);; = (D f;)ijhi;- Nu vides det at Schur produktet af
positivt definitte matricer igen giver en positiv definit matrix, sé& ifglge ovensta-
ende er problemet reduceret til af bestemme de funktioner hvis Lowner matrix
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— der jo er en pudsig blanding af differens- og differentialkvotienter — er positiv
definit. Dette koster Lowner blod, sved og térer.

Imidlertid ser vi af (3) at enhver funktion f, er matrix-monoton, idet dens
differential klart er positivt. Vi har altsd allerede nu en vis klasse af matrix-
monotone funktioner.

I artiklen [7] fra 1981 brugte Frank Hansen og jeg Gustave Choquet’s kon-
vexitetsteori til at give en ganske elegant lgsning pa problemet (syntes vi selv).
Vi bemarkede fgrst at maengden K af matrix-monotone funktioner f pa inter-
vallet | — 1, 1], normaliseret siledes at f(0) = 0 og f’(0) = 1, udggr en konvex og
kompakt maengde (under simpel punktvis konvergens). Vi fandt derefter de extre-
male punkter i K, som viste sig netop at vaere funktionerne {f, | -1 < a < 1}
fra (3). Endvidere viste vi at K var et Choquet-simplez, sdledes at ethvert ele-
ment f i K har en fremstilling som et tyngdepunkt for en massefordeling over
extremalpunkterne, altsd

70 = [ falt)dute) - / {1+ at) du(a) (5)

1

for et entydigt bestemt sandsynlighedsméal p pa [—1, 1]. Hermed var alle matrix-
monotone funktioner pa | — 1, 1] fundet. Ud fra dette var det nu let at udlede den
oprindelige sztning fra [12]:

Lowners seetning En reel funktion f pd et interval I er matriz-monoton hvis
og kun hvis den har en (entydig) udvidelse til en holomorf funktion f i den gure
halvplan C.., sdledes at f(CJr) c C,.

Det skal dog bemarkes at man for at vise tilstraekkeligheden af Lowners ho-
lomorfibetingelse far brug for Herglotz’ satning om analytiske funktioner i en-
hedsdisken — som jo [under afbildningen z — i(1 — z)/(1 + 2)] er holomorf med
C,.

Det mest opsigtsvaekkende ved Lowner’s saetning er hvor sveert det er for en
funktion at veere matrix-monoton. Ikke blot skal den have en analytisk udvidelse
til C,, den skal ogsd der opfylde at Arg(f(z)) < Arg(z). Vi ser at funktionerne
t? og exp falder udenfor, medens funktionen log faktisk viser sig at veere matrix-

monoton pa den positive halvakse.

Matrix-konvexitet N&ar man har sagt monotonicitet er det svaert ikke ogsa at
komme til at teenke pa konvexitet. Lowner spurgte sin PhD student Fritz Kraus
hvornar en funktion var matriz-konvez, i den forstand at f(Ax + (1 — \)y) <
Af(z) + (1 — X)) f(y) for vilkarlige symmetriske matricer x og y, og 0 < A < 1.
Svaret foreligger i [11], men den populare version skyldes Bendat og Sherman,
cf. [1], som i 1955 viste at en funktion pa intervallet | — 1, 1[ er matrix-konvex
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hvis og kun hvis den har en fremstilling af formen

10 =0+ i+ | 21+ ot dp(a) (6)

for et sandsynlighedsméal 1 og B > 0. Igen mé& jeg henvise til [7] for det mest
elegante bevis. Man ser at hvis f(0) = 0 gelder der at f er matrix-konvex netop
hvis f(t) = tg(t) for en matrix-monoton funktion g.

Jensens ulighed Artiklen |7] indeholder ogsd et nyt resultat. Man husker at vor
gamle ven J.L.W.V. Jensen i 1905 havde gjort opmarksom pé at konvexitet kunne
bruges ganske effektivt i den matematiske analyse cf. [9], [10]. Han viste saledes at
hvis f er en konvex funktion s& vil f( [, g(t) du(t)) < [, f(g(t)) du(t) for ethvert
sandsynlighedsmal ;1 pd et malrum 7" og enhver integrabel funktion g pd 7'. Hvis
p er et tellemal far vi den mere kendte version f(> 7", Aetr) < Doy Auf(Lk),
som I genkender fra Instituttets brevhoved. [Sandsynligvis er der tale om et brud
pa copyrights, idet Jensen jo aldrig har veeret ansat her, men var telefondirektgr
(for teknik og udvikling); men det opdager TDC nok aldrig.]

Hvis man nu erstatter tallene \; med matricer a; sdledes at Z?Zl ayar =1
far man Jensens operatorulighed for matrix-konvexe funktioner:

FQQ - dhrar) <Y ai f(xi)ap. (7)

k=1

Denne ulighed viser sig at give ngglen til teorien for bdde matrix-monotone og
matrix-konvexe funktioner, les [7].

Sporfunktioner Ganske ofte er det ikke matrixfunktionen  — f(x) man har
brug for, men snarere den skalere funktion x — Tr(f(x)), hvor som saedvanligt
Te(z) = 377 (¥§;¢;), nar {{;} er en ortonormal basis for C", se fx. [14]. Idet
sporet har den egenskab at Tr(zxy) = Tr(yx) er der en tendens til at matricerne
opfgrer sig mere kommutativt end de burde. Man far saledes at

x <y medfgrer at Tr(f(x)) < Tr(f(y)) (8)

hvis blot f er en monotont voksende funktion i saedvanlig forstand. Endvidere
geelder at hvis f er en konvex funktion (i seedvanlig forstand) sa vil

Te(f(Az + (1= A)y)) < Tr(Af(z) + (1 = A)f(y)) (9)

for vilkarlige symmetriske matricer x og y.
Ogsa Jensen’s operatorulighed bliver sand for en vilkirlig konvex funktion f,
idet man har at Tr(f(> ", arajar)) <> i Tr(aga; f(zy)) hvis Y- afa, = 1.
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Funktioner af flere variable Man skal ikke tro at emnet hermed er udtgmt.
For nogle ar siden fik Frank Hansen den tanke at undersgge matrix-konvexitet
for funktioner af flere variable. Det fgrste — og i gvrigt velkendte — problem er
at finde en fornuftig spektralkalkyle, hvor man kan erstatte de reelle variable i
funktionen f med symmetriske matricer. Een lgsning er at betragte matricer i
et tensorprodukt: Hvis f er en funktion af n reelle variable, og z; € M,,, (C) for
1 <i < n, defineres f(xy,...,z,) som et element i M,,(C), hvor m = m; - - -m,,.
Hvis z; = 2221 A\i;Dk; er en diagonalfremstilling for x;, siledes at py,’erne er
egenvaerdiprojektionerne, sattes

n o m;

F@n ) =) ks A) Pry @+ @ P, (10)

i=1 k;=1

Det er lige praecist s& modbydeligt som det ser ud! Men det giver den rigtige
kalkyle, saledes at afbildningen f — f(z1,...z,) bliver en homomorfi fra funk-
tionerne ind pd algebraen frembragt af elementerne zi,...,z,. Som operator-
funktion bliver det for fast f en afbildning af @, (M,,,(C))s, ind i (M,,(C))sa.

Der er en lille generalisering hvor man i stedet for M,,, (C)’erne betragter n
parvist kommuterende delalgebraer A, ..., A, af M,,(C). For ethvert n—tupel
{z1,... 2.} 1 @B, (Ai)sa med spektralfremstillingerne x; = > Ay, pr, setter man
sd f(x1,...,xn) = D f(Akys - k) Dry - Pk, idet det bemeerkes at samtlige
spektralprojektioner py, er indbyrdes kommuterende.

Fgr man dgmmer disse definitioner alt for hardt skal man lige huske pa at det
faktisk er det samme man kommer ud for nar man skal definere spektralsaetningen
for en normal — ikke symmetrisk — matrix. En sddan er jo at betragte som en
sum z = z + iy af to kommuterende symmetriske matricer, og f(z) = g(z,y) i
ovennavnte betydning nar g(s,t) = f(s + it).

Idet R™ ikke har nogen overbevisende ordensstruktur giver det nok ikke megen
mening at spgrge om matrix-monotonicitet for funktioner af flere variable, men
konvexitet giver stadig god mening. Vi siger at f er matriz-konvez hvis

FOz (1= Nyr, . Ay (1=Nyn) < Af (21, 20)+(1=N) f (Y1, .. yn) (11)

for ethvert par af n—tupler {x1,...,2,} og {v1,...,yn} 1 de respektive matrixal-
gebraer. Der findes efterhdnden en ganske omfattende litteratur om dette emne
— det meste lavet af Frank Hansen i de seneste 4r — men vi har stadig ingen fuld-
staendig karakterisering af klassen af matrix-konvexe funktioner af flere variable.
Det vides at funktionen f(t1,...,t,) = — (7' + -+ t;l)*1 samt funktionerne
f(tr,.. o t,) = =8 -+t hvor > "  «o; < 1, alle er matrix-konvexe pa den
positive n—kegle, men ellers er det sparsomt med gode eksempler.

Hvis man setter et spor foran funktionen og betragter den skalaere funktion

(1, ) — Tr(f(z,...,2,)) (12)
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bliver livet igen lettere. Funktionen i (12) er konvex hvis blot f er en konvex
funktion i seedvanlig forstand. Dette blev vist i [6] og prompte generaliseret i [17]
og [13]. Der findes en endnu bedre fremstilling i [8], men vi er ikke helt rede til
at sende den pd markedet endnu.
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Opgaverespons

Henning Makholm
henning@makholm.net

Nisseopgaven fra december 2001

Ifald redaktionen bringer den fglgende lgsning, vil den sikkert blive klippeklistret
ind blandt deres egne kommentarer til laesernes sedvanlige slaskhed m.v., men
blot for fuldsteendighedens skyld gentager vi lige opgaven:

Der er n nisser, og de har deres seng i en stor felles sovesal. Nisser er
normalt meget disciplinerede s& de gar i seng i raekkefglge. Til sidste ars
julefest fik nisse nummer 1 imidlertid for meget at drikke, s da han skulle i
seng (som den fgrste) tog han en tilfeeldig seng i stedet for sin egen. Resten
af nisserne tog deres egen seng, men hvis den var optaget tog de en tilfeldig.
Hvad er sandsynligheden for at nisse nummer n fik sin egen seng?

Jeg ser allerfgrst helt bort fra det trivielle tilfeelde n = 1 — i s fald er der
kun en nisse og en seng, og s vil selv en tilfeeldig seng blandt den ene altid vaere
den rigtige, og den efterspurgte sandsynlighed er derfor 1. Det er et uinteressant
tilfeelde som vi ikke kan bruge til noget i det efterfglgende.

Af hensyn til analysen, og for at forvirre leeserne maksimalt, starter jeg med
at omnummerere nisserne. Herefter er det nisse nummer n der gar i seng fgrst
(men har faet for meget glogg og ikke kan huske hvad hans nummer er), og vi er
interesserede i om nisse nummer 1 kommer til at sove i sin egen seng. Kald denne
begivenhed (alts& at nisse 1 ender i egen seng) for A.

Derefter fjerner vi seng nummer n og tilfgjer i stedet en seng nummer 0. Nisse
n er den eneste der bekymrer sig om forskellen mellem nummer n og nummer
0, og eftersom tilfeeldet n = 1 lige er lgst, kan vi vaere ligeglade med om nisse
n havner i sin egen seng i det tilfeelde at den seng han veelger ikke er en af de
andres.

S& behgver nisse n heller ikke veere fuld mere, og vi kan blot sige at enhver nisse
der ikke finder en ledig seng med sit eget nummer altid valger mellem de senge
der er ledige n&r han kommer ind i sovesalen. For at kunne regne meningsfuldt ma
vi antage at pagaeldende nisse trods alt er dndsfrisk nok til at veelge stokastisk
mellem de ledige senge efter en ligefordeling. Hvis jeg var nisse ville jeg bare
vaelge den naermeste ikke-optagede seng (efter en passende metrik), men sddan
er matematikere og nisser s& forskellige...
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Vi er altsd ude efter
p(n) = P(A|nisse n ma valge en af sengene {0,1,...,n-1})

for n > 1.
Vi deler nu op efter hvor nisse nr. n havner:

i
L

S|

p(n) = P(A|nisse n i seng j)

J

Il
o

Vi har P(A|nisse niseng 0) = 1 (for s er alle resten af nisserne glade) og
P(A|nisse n iseng 1) =0 (for s& er hibet ude for nisse 1). I det generelle tilfalde
hvor j > 2 vil nisserne fra n—1 ned til j+1 blot indtage deres egne senge. Derefter
har nisse j et problem, og han ma s& valge mellem sengene {0,1,2,...,7 — 1}.
Samlet:

n—1
1 1
= =+ Y —P(A|nisse j ma veel f 0,1,..,j—1
p(n) - + 25 (A|nisse 7 ma veelge en af sengene { j—1})

- %+n§%p<y’> - %(pr(j))

Vi har nu en rekursiv forskrift for p(n), og det er nok til at give sig til at be-
gynde at regne nogen verdier af p(n) ud. Der viser sig hurtigt et mgnster, idet
p(n) = 1/2 for alle n (> 2)! Dette bekraftes af et let lille induktionsbevis ud fra
rekursionsformlen.

Bonusopgave. Hvad er sandsynligheden for at nisse nummer & ender i sin egen
seng nar der er n (> k) nisser?

Mere om punkter med rationel afstand

Som led i den fortsatte saga om punkter med rationel afstand vil jeg gerne ud-
bygge Asger Grunnets resultat fra oktober 2001 til hgjere dimensioner:

Saetning 5. For n > 2 findes der en begrenset, numerabelt uendelig mengde
A, C R" sdledes at ethvert par af punkter fra A, har indbyrdes rationel afstand
o9 A, udspender R™.

Bewvis. Ved induktion efter n, idet vi skaerper “begreenset” i induktionshypotesen
til “ethvert punkt i A,, har norm 1”. Grundtilfaeldet n = 2 er Asger Grunnets kon-
struktion fra FAM@S oktober 2001 (men uden redaktionens forbedringsforslag).
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Induktionstrin: Vi identificer R”~! med dets billede ved den naturlige (isome-
triske) indlejring (21, ..., z,_1) — (21, ...,2,_1,0). Lad nu

A, = {en} UL (24/25)a + (7/25)en|a € Apy }

hvor e, naturligvis er (0,...,0,1) € R™.

Afstanden mellem to punkter i A, er enten 0, \/(24/25)2 + (18/25)2 = 6/5
eller 24/25 af en indbyrdes afstand i A, ;. Altsd i alle tilfaelde rationel. At alle
punkter i A, har norm 1 ses lige sa let. O

Som korollar til konstruktionen ses at A, endda kan vealges som delmangde
af Q" C R™

Hermed er sagaen dog ikke slut. Motivationen for ikke blot at veere tilfredse
med (QU[—1;1]) x {0} var jo at den mangde ikke rigtig var “fyldig” nok i planen.
Asgers konstruktion er “fyldig” p&4 mindst to mader:

i) Billedet af A, under enhver ikke-triviel linezer afbilding af R? er stadig
uendeligt.
ii) Ay er taet i en dben delmaengde af enhedskuglen i R?

hvor (ii) dog medfgrer (i), men ingen af disse egenskaber er bevaret i min kon-
struktion. Det ville veere interessant at finde ud af om en eller begge af dem kan
opnés i hgjere dimensioner. Jeg ved det ikke.

Nu hvor jeg alligevel er i gang med de rationelle afstande, vil jeg gerne undre
mig lidt over leengden af beviset for Lemma 1 i Asger opgavelgsning. Nar vi
alligevel anvender Eulers formler, er det da nemmere blot at sige:

Lemma 6. Huis sin(z), cos(x) € Q, vil sin(nx), cos(nz) € Q for alle n € N.

Bevis. Q[i] er lukket under multiplikation, derfor ogsd under heltallig potensop-
lgftning. Idet sin(z),cos(z) € Q er ¢ € Q[i] og derfor ogsd (e*)" = em® =
cos(nx) + isin(nx) € Q[i]. O
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Abeopgaven

Majbritt Skov Jensen

Den husalf, som maskinskrev Opgave 1 i sidste nummer af FAM®@S, har desveerre
glemt s& meget af sidste del, at opgaven lige gentages her.

Der haenger et reb ned over en mur, og det er lige langt pa begge
sider af muren. Det vejer en trediedel pund pr. fod. I den ene ende
heenger der en abe med en banan i hdnden og i den anden ende et
lod, der vejer ngjagtig det samme som aben. Bananen vejer to unser
pr. tomme. Rebet er lige s& langt (i fod), som aben er gammel (i ar),
og abens vaegt (i unser) er det samme som abens mors alder. Aben
og dens mor er tilsammen tredive ar. Det halve af abens vaegt plus
bananens vaegt udggr tilsammen en fjerdedel af loddets plus rebets
vaegt. Abens mor er halvt s gammel, som aben vil veere, ndr den er
tre gange s& gammel, som dens mor var, da hun var halvt s gammel,
som aben vil vaere, nar den er lige s& gammel, som dens mor vil vere,
nér hun er fire gange sd gammel, som aben var, da den var dobbelt sa
gammel, som dens mor var, da hun var en trediedel s& gammel, som
aben var, da den var lige s& gammel som dens mor var, da hun var tre
gange s& gammel, som aben var, da den var en fjerdedel sd gammel,
som den er nu. Hvor lang er bananen? (1 pund=16 unser)

Seet
A:= loddets veegt (i unser) = abens veagt (i unser) = abens mors alder (i ar) og
B:= rebets leengde (i fod) = abens alder (i &r), s er
1 1 16
—A =—-(A+B-—).
;A + bananens vaegt 4( + 3 )
A+Berligd0og A=1/2-3-1/2-4-2-1/3-3-1/4-B,s4 A =18 og B = 12.
Nu er bananens veegt (i unser) =23/2, s bananens leengde er 23/4 tomme=>5,75
tomme.
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