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(C)

���-�����="%.1E3>'�="%&F��>'� �L"%&F���v>
C[x, y]"�( (+*��3�x��@

(x−a, y−b)
*�$�EGH�"%�G��� 0<>F& ��2�@ .103��� >���&'"%@���@l
 �t>4K4"�� ��@
*���&'"%$%0�HD>'�G.1@�>'@�$}";(

(2×2)
5���"�03�3>F�����G@��B�4����2 @�.r0<���G@��v>1��&'"%@���@�ij$�*D��$�"%�=�x��&F�4"%$�E��="�03�3>76��¶2 &F0<>F��&'>F.;"�0<>n*�@�m<
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(2×2)
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F ��
������1���7����� ' � % � ϕ ��� F # 	 � � %�'(% �!) 	�*

Matn(F ) .�� 	 ) � 
 �5�
 "� �����5�� 	� �
� ' 	 ���� �� A ��
 ϕ ��� 	�* *�% � ' ��� ϕ(X) = AXA−1 � ' 	 ���� ������ ϕ ���, "� 
 ���-.
�e��HD>FE3��0 (+*%��*XH���@�EG0<�%��@�� �h�G��EG2�&F0<"�0¶.12�@�@ �)(�"%.r0<>'EG.�.D&'"%�3��E¶�4� 9:";0)	hg�, ij� ��0 ���

HD>'Ek0�&fuv@�$��}EG>'����@��G��$xK�"%�-2�@������GHD>'Ek0�>l.D2 �3E3��0L7#��*�$
>F.D.��w(+*%�-&fuv@�$���m8

/ ���- 0�1. �§"�� eij, 1 ≤ i, j ≤ n

� ��03��$�@ �³���³E<uv� H�"%@ &'>'$%�³��"�03�3> 6 ��@�K����������
eij

��� � ��@
�="�0<�G>76dEG*�� K4"%��	��4�x����@

(i, j)
� 03��� &f"%��EN*�$=��&'&F���GE�� 
 �e����uv�G.d"�0

eijekl = 0, j 6= k*�$
eijejk = eik
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e11

��@����3*	�G��.r0<>'*%@)�=������>F�=��@�E3>F*�@z	/*�� (�"�0G0<��0vE3*%� &F>'@���uv�e";(+��>'&F��@�>'@ $�

ϕ(e11)

K4"%�������k(+*��-E<"��=�x����$���@�E3.;"%�l

ª/2³*���(�"�0303��E

ϕ(e11)
EG*�� ��@)&F>'@���uv�e"�(+� >'&'� @�>'@�$ 
rs�"�����0-���¦��@³���G*	�G��.r0<>F*�@).;"%@)� ��@

��>'"%$�*�@4"�&'>'EG���G��E *�$ �4"¶����@³K4"%�v�3"%@�$³	�71º4@�����E�>'@rH����G0<>F����&l�="�0<�G>76
P

E<�
Pϕ(e11)P

−1 =
e11


 �e��0<�<"�$%0
ϕ
uv@����G��0��=���

P
�4����0/����@12:@�*%.³"�0NH�>FE3�w"�0/����@ @���"%2 0<*%�=*��kºz����>'@����G�

"%&n0<E<�
���N�¶2�&n0<>F��&'>F.�";0<>'*%@x(+*��3"%@h*�$=��"%$%H����:�x���z� ��@z>F@rH����GE3�w0<>'&���@z>F@1H%���k0<>'� ��&��="�03�3>76�

�t>�.;"%@h"%&n0<E3�x"�@10<"%$��}"�0

ϕ(e11) = e11




ϕ((1 − e11)Matn(F )(1 − e11)) = (1 − e11)Matn(F )(1 − e11)

�x��@w����@�@ �¦EG>'��Ek0<� ����&1.;"%@w*�� (�"�0G0<��E§E3*%�
(n−1)×(n−1)

5|�="�0<�G>'������*%$/>n(+J�&'$��\>'@���2 .103>'*�@
���

phi
� E��G��EG03�3>F.103>'*�@dK����G03>'&V>F@����3��


9:"%@=E3���¦@12)"�0 �="%@=2 ����@)>F@���EG.D�3uv@�.1@�>'@ $�.;"%@)"�@10<"%$��N"�0
ϕ(eij) = eij

(+*�� "%&'&F�
i, jKrH�*��

i > 1
��&'&'���

j > 1
��&'&F���

(i, j) = (1, 1)

ϕ(e12) = ϕ(e11e12e22) = ϕ(e11)ϕ(e12)ϕ(e22) = e11ϕ(e12)e22

!4J�&'$%��&'>F$����
ϕ(e12) = ae12

(+*��-�4"%EGE3��@ ���
a ∈ F\{0}
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A = diag(a − 1, 1, ., 1)
HD>'&

Aϕ(eij)A − 1 = eij

(+*���"�&'&'�
���=$r"%�x&'�
eij

*�$
e12


 ��>¦.;"%@p@D2 "%@r08"%$���"�0
ϕ
*�$�E3�

K�*�&F�����
e12

(�"%Ek0L
#9z��@

ϕ(e1j) = ϕ(e12e2j) = ϕ(e12)ϕ(e2j) = e1j

ϕ(ek1) = ϕ(ek2e21) = ϕ(ek2)ϕ(e21) = ek1

C ue03@�>'@�$%��@h����K����G�=���³H�>FEG0�

st��0G0<�}���}i�E3��&FH)*%� EG��&FH �G��$ H����z";0�9:"�03�3>76��G>'@�$��/>'.1.%�}���v.%*��x�¶2 0<"�0<>nH���mB��@d�x��$���0

.%*%�=�¶2�08"�03>FH=E3>F0324"�03>'*�@V

g}��@����G��&n0����GEG0<"�0303��E���&'"%@���@ "�(4.rH�"%@r0<����&f"%@ ��@³y �\*�&n��@ *��=>F2��xE3�3>F@�$���@�>D���-��H%"��3>f"���&'�

x
*�$

y
7DKrH%*��

x
*�$

y
KrH%"��³"%@�$r��� ��2�&F03>'��&F>'.;"�0<>F*�@¶>F.D.���.;"%@=*��¶�r�1030<��E�
Dst���¦$ruv&'� ��� ��*�$

xy = yx
7 K1H%*��

q ∈ F
7
q 6= 0, 1,−1
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y
�x���dE3.;"%&'"%�3���-2�&'>F$ �Dm

	�	



bNHD>'Ex�="%@ 08"%$����
��0x��2�@�.r0
(x, y)

>�.rH�"%@r0<��� &f"%@���@
(xy = qyx)

*%$p&'"%����� ��@ "%&A5
�x>'@�����&'>F$x�="�03�3>76dHD>F�3.%��K����G�4�)&f"�@������N�="%@:>'.1.��¶"%&n0<>'�h>\.rH�"%@r0<����&f"�@���@V������@ @��¶����(+��.r0
.1&f"%�G��EN"�(�.rH%"�@103�

(2 × 2)
5|�="�0<�G>'������7D����030<�}���N�="�03�3>'�����

[

a b
c d

]

KrH�*��
ab = qba

7
ac = qca

7
cd = qdc

7
bd = qdb

7
bc = cb

*%$
ad−da = (q−q−1)bc
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bNHD>'E �="%@ @12 ����0<�3"%$%0<��� "%&F$������3"%��@ (+�G���¶� �<"%$%0¶"�(

a, b, c
*�$

d
7�KrH�*�� ����� $ruv&'� ���

ab = qba
7
ac = qca

7
cd = qdc

7
bd = qdb

7
bc = cb

*�$
ad − da = (q − q−1)bc

7�(��%E-��@
"%&F$������3"¶E3*�� ����0<��$%@���E

Mq(2)
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��@h��@ K�����EG�3*D� i�,�&'��H)*�$=ceK4"���"%�G>'��m8y
st�������

a → f1a
7
b → f2b

7
c → f3c

7
d → f4d

7 K1H%*��t���
f1f4 = f2f3

*%$³"%&'&F��2 &'>'$
�x"%&'&F�}"%2 0<*%�=*��kº4����
 � @�� HD>'�����3�w.;"%@

b
*�$

c
*����1�10G0<��E�
�s�>'E3EG�w(+�G���¶� �3>'@ $����N"%2 03*��x*��Gº 5

$��G2���� ��@V
4{ 0<>'&n(�uv&'����0vKrH�*%�/�����-º4@�����EN��0
m

E<�
qm = 1

������������@�� HD>'�����3��y

b → b, c → c, d → d, a → a + f(b, c, dm)dm−1

KrH�*��
f(b, c, dm)
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��0x����@r0<�3"%&F0x� *�&F�D@�*��x>'2 � 7S� HDE�

f
.;"%@ *��¶�r�10303��Ex�=���µKrH�"%�
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a
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d
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 ���-�5 "���
�  �� � �1� %���� �- 0����� '�' ��� 	�* 
 � '(% 
 �5� 
&��� 
 � �- "� ��#
�7��� �����
	���
 .

�t>�� ��$%�D@�� ���N�=���d(+J%&'$���@�����&'>F&'&F�
��� ULZ�W+Z§]�� ��� 
 ���� "� 
 ���-�� "���
�  ���� �ABCD
����
������ 
 � '(% 
 �5�	
&��� 
 � �� 
 ��� AD

% � BC�  "� 	 � 
 ���  F
% � 
 � '(% 
 �5�	
&��� 
 � �� 
 ��� CD% � AB  E .��  "� ���
� ��	 � ������ "� � � �  "�  ����� � �! �

�- "� � �7����� � DEA
% � DFC ����
������ ) ��� 	 � #

� ��� � �� 
 ���� P
% � M

% �  N
% � Q . � 	 ���

�MNPQ ��� � %�' � �-.
/ ���- 0�1. �§"��dHD>F@�.%��&'K4"%&nH����3>'@ $�E3&F>'@�>F���3@ ��E3.;uv�G�
K�>F@4"%@�����@ >

S

 C��
���

∠SEF = v+2u = 1/2(2(v+u)+2u) = 1/2(∠AEF+∠CEF ).���
E<"��=�x�������������
∠SFE = 1/2(∠CFE + ∠AFE).

,/(
4SFE

(��%E�E<�

∠ESF = 180◦ − (∠SEF + ∠SFE)

= 180◦ − 1/2(∠AEF + ∠AFE + ∠CEF + ∠CFE)

= 180◦ − 1/2(180◦ − ∠EAF + 180◦ − ∠FCE)

= 1/2(∠EAF + ∠FCE)

= 1/2(180◦ − A + 180◦ − C)

= 180◦ − 1/2(A + C)

= 180◦ − 90◦ = 90◦.
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MNPQ
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{
4EQN

���
ES

H�>F@�.%��&'K4"�&FH����3>F@�$�E3&F>'@�>F�N(+�3"�0<*��rHD>'@ .D&F��@V7�*�$ ����@hEk08�%�vHD>F@�.%��&'�3��0-�4�
$��G2�@���&F>'@�>F��@

NQ
7SE<�

ES
���w�x>'��0<@�*��G��"�&�>�0<�G��.;"%@r0<��@V
�st"

P
*�$

M
&F>'$�$������=>F� 0}�4�

ES
����� ���G(+*%�

PN = PQ
*�$

MN = MQ

l,�@�"%&'*�$�0N(���E�>

4FPM
7 "�0

NP = NM
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>F@���&'�������-�x���d(+J�&F$������
&'���=�=" y
�BP�����R � ��� �- 0� I ����� ��� ����� ' *�% � 
 ���  "� 
 #
���-�����-� ���� "�����
�  4ABC

% � ��	 � ������ "� � � �  "�  ���*�% � A ����
�� ��� 
 ��� %�' ���-�����-� �	�� "�����
�  D ���
DB 
 DC 
 DI .
/ ���- 0�1. D

���µ�=>F� 0<� 2�@�.r0<��0 "�( � 2���@
BC

7xE<�
DB = DC


u��� º4$�2 �3��@ �������}�="%�3.����3�����}H�>F@�.�5
&'���-&'>F$��tEG03*��3��74E<� >

4DIB
(��%E

∠DIB = 180◦ − ∠IBD − ∠BDI

= 180◦ − (1/2B + 1/2A) − C

= 180◦ − (90◦ − 1/2C) − C

= 90◦ − 1/2C

= 1/2A + 1/2B

= ∠IBD.
st���3�x���h���

4DIB
&'>F$���� ��@ ��0L7�E<�

DB = DI
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� 	 � � ��� .�� ��� ������� � P � Q � R

% � S
*�% �
 �  "� 
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  0� �1� �!� ��� 	 � � ����

4ABC � 4BCD � 4CDA
% � 4DAB �

� 
 � � 
�� 
 ��� �1� ������� 	 � ���
�7./ ���- 0�1. �S"%�
M

*�$
N

H�uv�3�t�x>'��0<��2�@ .103���e"�(
��2����3@��

BC
*�$

CD

�st"

AN
���eK�"%&FH%���3>F@�$�E65
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∠CAD

7 $r�%�
AN
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Q
7¦*�$

�4"
DM

���-K4"%&nH����3>'@ $�E3&F>'@�>F�/(+*��
∠BDC
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∠QPN = 1/2(180◦ − ∠PNQ) = 90◦ − 1/2∠PNQ = 90◦ − 1/2∠BNA.
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∠SPM = 90◦ − 1/2∠DMA.
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v = ∠I1AB, u = ∠I2AB,

w = ∠I1BA, x = ∠I2BA.
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∠AI1B = 180◦ − (v + w) = 180◦ − (90◦ − 1/2∠ACB) = 90◦ + 1/2∠ACB

= 90◦ + 1/2∠ADB = 90◦ + 1/2(180◦ − 2x − 2u) = 180◦ − (x + u) = ∠AI2B.
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z = 180◦ − (∠I1I2A + ∠I2AB) = 180◦ − (∠I1I2B + ∠AI2B + u)

= 180◦ − (∠I1AB + ∠AI2B + u) = 180◦ − (v + 180◦ − (u + x) + u) = x − v.
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∠ASB = 180◦ − 2v − 2x
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∠BSC = 2v + 2x,
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∠SKA = 180◦ − ∠SAK − ∠KSA

= 180◦ − 2v − (∠KSB + ∠ASB)

= 180◦ − 2v − (1/2∠BSC + 180◦ − 2v − 2x)

= 180◦ − 2v − 1/2(2v + 2x) − 180◦ + 2v + 2x

= 180◦ − 2v − v − x − 180◦ + 2v + 2x

= x − v

= z.
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