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&$A�23)*&$(���H>&$�x&>�xHE?����G4�($���
(Q ∩ [0, 1]) × {0}

?]�l����+�����,/.��N+�� A����G?*�|��)*�������
�=yzA�(�+��

Q×{0}
��.�� � 23�����=��� )5���N� A
4���A�+�� )F?*(x�=yzA�(�+��1&>,���4�A�2t��� � �|� +¹?*A�+��t���G+�� �

��&<��?*.$A�� )r&<,/�G�9&>A�+W
 �N?r�=��A�� ��A34 +�� �1H>&$�z�9&$)F��.�� ��A ��yz+5&$(�.�($?*��2 ��.�?FAt���$

0N�G(�� �G��&>A�+�� A¡.�� 23)g&$�l��&$)�H�.��G)*?*($� ����&$A�23)g&>(��$8�(�?*2i�5�´&>�xHE?�K�&YHE+��
�G2E�G��H$����A�.�(��p�

.��¬&<�§A�.�(�)*����4�A�2t��� �CHE?*)F)*�z2>.��=�|�1��?F)5&>� )*?F(�(��14���A�+�� )F?*(�)g&>A�($� ,/��&�K�?FA5&$A�+���AW
twx�p�fK5&>�
0N�G(�� ��,/4�)*+��l�9yzA�+�?*(N�G��� ?�&>�]+��z?*232>�f2<&$AW8>.�(x+��p����2��G4�)����zA�.�2�?�K�J���($��&$+�+�� A�,/J��GA5yfHEA3���
�5yz+5&>(�.�(�?F��2$����.�?*At����?T&>��)gyz(�($��4�+ �|� +e��A ��� (���yzA����p�N�=yzA�(�+��$


o��¡+�� A ��.���?���?FH$�´��?F+��´� �;�=&$A ��?F(��e&>�¹0"��(����¹��?*)f(�� A�(�yz)*+ K5&$�¹)FJ��G�¹+�� A ��.¡+�?�6
�|� A��G?*.�A���)*)F�{4�+�(t&LH��¹&<,C.���(t&LH���A ��?F($��?F(=(�.E+�� 8�K�&$A;K5&$�"A�� �|)*?F(|,/4�A�+����N� A ��� (���yzA����p�
�9yz)F)*��)*?*(¹�=yzA�(�+���&>, ��4�A�2t�����x�=��+~?FA�+��t�E��+����x��&>��?*.�A�� )*)F��&>,/�G��&$A�+��>
 � A j��=��(����pnz�lH>&$(
,/.��G����+���?FA�(�&>,'�G� ��4�)F�9&<�����]� ��+�.�(���4�)F?*(O?�+��p� � &>A�2<&$A���?F)F,/J��G�C��4�A�23�����

(0, 0)
��?F)�0"��(������

�=yzA�(�+��>
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0"��(����Nh���4�A�A����

0NAt��&$(|,/J$���G�N&>��HE?TK5&$�1,/4�A�+��p�N�p�
z ∈ C

85���
|z| ∈ Q

.�(
|zn − 1| ∈ Q

,/.��O&$)*)F�
n ∈ N



%5.���&$)F)*�

m, n ∈ N
�=��+

m ≥ n
K5&$�1HE?T&>� }

|zm − zn| = |z|n|zm−n − 1| ∈ Q,

KtH�?F)*2>����HE?*)��G?*(���&>����4�A�23��� �GA��=?]� yzA�($+�� A
{zn| n ∈ N}

K5&$��?*A�+��t���G+�� ����&>��?F.�A�� )
&>,/�l�9&$A�+m
5D���J���($���=�$)*�p�§���zA34´KtH�.��G+5&$A

z
H>yz)*(���� 8�����+��p�����N� �z.���,���)F+��z.$(������=yzA�(�+���A

��)F?FH����14�� A�+�� )F?*(�
��1?F)W+��p�O,��>�zH�?r����4�(¹,/.��1�p�"��&$��)*� �|�=&$� ��}
�CQ�����S �"!$#�%R�'&

sin(x), cos(x) ∈ Q ( %R�*) sin(nx), cos(nx) ∈ Q +-,/.10 )2)43 n ∈ N 5
6�3-%R�'& 587 ��HE?*�G����,/.��G� (t�>�NH���+v?FA�+�4�2t��?F.�A ��,���� �

n

T%'.$�

n = 1
,/J�)F(�� �"4�+���&>(�A����{+�?F����23���

&>,¨&$At��&$(�� )F����AW
�0"At�9&$(�+�� �G,/.$�z&>�
n > 1


�%5.��§.YH$� ���G234�� )F?*(�K���+�� A��1��2t�E)*+´��yf�G�����
a = eix 
�x?rK�&$� }

sin(nx) =
an − a−n

2i
=

a − a−1

2i

(

n−1
∑

k=0

aka−(n−1−k)

)

= (sin x)



ε +

bn−2

2
c

∑

k=0

(

an−1−2k + a−(n−1−2k)
)





= (sin x)



ε +

bn−2

2
c

∑

k=0

2 cos((n − 1 − 2k)x)



 ∈ Q.

®



c"���O���
ε = 0

KtHE?*�
n

� �1)F?*(��N.�(
ε = 1

� )*)F� �G� 
��1?F)*�GH>&$�G� A�+��x,/.�� � .��G?*A34���}

cos(nx) =
an + a−n

2
=

1

2

(

(a + a−1)n −
n−1
∑

k=1

(

n

k

)

aka−(n−k)

)

=
1

2



(2 cosx)n − ε −

bn−1

2
c

∑

k=1

(

n

k

)

2 cos((n − 2k)x)



 ∈ Q.

c"���O���
ε = 0

KtHE?*�
n

� ��4�)F?*(��N.�(
ε =

(

n
n/2

) ��)*)F� ����

�CQ�����S�� !������

z = cos(2x) + i sin(2x) (	� % ,/. sin(x) ,�
 cos(x)
3 . . 0 �E� , !�3 )2)43 5 �
�3 . |z| ∈ Q ,�
 |zn − 1| ∈ Q +-,/.10 )2)43 n ∈ N 5

6�3-%R�'& 5 wx���O� ��23)g&>�G��&>�
|z| = 1 ∈ Q


5��+��p�"HE?r��yf�G�����
a = einx K5&$�zHE?¨&>�L}

|zn − 1|2 = (cos(2nx) − 1)2 + sin2(2nx)

= cos2(2nx) + sin2(2nx) + 1 − 2 cos(2nx)

= 2(1 − cos(2nx))

= −(a2 + a−2 − 2)

= −(a2 + a−2 − 2aa−1)

= −(a − a−1)2

= −(2i sin(nx))2 = 4 sin2(nx).

D�&$�|�=��Ae�=��+i)F� �|� &=	��G� ��+����OK�����&>,�&>�
|zn − 1| = |2 sin(nx)|

���1��&>��?*.�A���) 

qT&$+~A34

(a, b, c) ∈ N3 H$yz�G����A~�t�3��K5&$($.���yz?F��2´���G?*����� )Cj�+����OHE?*)r��?F(��
a2 + b2 = c2 n�|� +

sfd(a, b) = 1

 �N?m2<&$A-A34-H>yz)*($�

x
���

cos(x) = a
c

.$(
sin(x) = b

c


���,/J�)*($�")F� �|� &�!
HE?*)

z = cos(2x) + i sin(2x)
(�J��G��&<�"��4�A�2t������A��

{zn| n ∈ N}
K5&$��?FA�+��t�E��+����"��&>��?F.�A�� )

&>,/�l�9&$A�+m
r�x?�� &>A�(�)*����A34
��)F.$� &>�](�.E+���(�J$���z&<� ��4�A�2t��� yzA�($+�� A
� �]4�� A�+�� )*?F(�
$wN����,/J�)F(�� �
&>,�)*���=�=&���}
�CQ�����S�� !�� 0 � (a, b, c) ∈ N3 %�� . 3 3^!������ ��0�
 ,/. �L�'&���� . ����� 3 )���3B� sfd(a, b) = 1 ,�
&����

z = a
c

+ i b
c
5 �
� 3 . zm 6= zn +-,/. m 6= n 5

6�3-%R�'& 587 � �=yz��2v&>�¹KtHE?*�
zm = zn ���;� �

zm−n = 1

]wx�p�
� ��+����G,/.���A�.�2 &<��HE?*���-&>�

?*A�(�� Ai��.>��� A��"&<,
z
($?FH����

1

(�x?r+��^�5A��������"A34 ,/J$)*(����

(xn)
.�(

(yn)
H$� +W}

zn = xn

cn + iyn

cn



wx�p�"�G� �"&>�

(x1, y1) = (a, b)
��&$���O&>�L}

zn+1 =

(

xn

cn
+ i

yn

cn

)(

a

c
+ i

b

c

)

=
axn − byn

cn+1
+ i

bxn + ayn

cn+1
.
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a = cb + d
& �

ν(d) < ν(b)

�N�"! 
 3^! R
� 0 ) ��3 &13 � � )P�E� �'&�� ( � %R�'&���3 . � !<��3 &13^! 3 � � )P�E� �'&�� + � ! ���E� , ! ν

� �
R 5� 2E��}��O?FA�(�� A|&>,�K���)F��&$)

Z
��� � 4�23)*?F+�?*�G2'8�+5&x,/4�A�2t��?F.�A���A

ν(x) = |x|
.���,��E)*+�� � 23��&LH��p�L


�x?r�G2<&$)r����4�(���� Ai)*?*)F)*�O����4�)*���5&$23A�?FA�(��l��� .$��? }
qT&$+

U ⊂ Rn H>yz���1� A|��� (���yzA����p�fqr��������(�4�� 6��=�$)*��)*?F(N�=yzA�(�+��1�|� +¹��.���?���?�HE� qT��������(�4E6
� �=�$)

µ(U)



qT&$+
(ai)

∞
i=1

H$yz�G�x� A=,/J�)*(��"&>,T��4�A�2t��� �f?
Rn �G.�� � � 
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ρ(U)

� �1��yf��K���+�� A .�(
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∀a, b ∈ R, b 6= 0∃c, d ∈ R : a = cb + d
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N(d) < N(b)
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b
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⇐⇒ N(x − c) < 1

	�!



qT&$+eA34
w1, ..., wm

H>yz����� Ai,/J�)*(��N?
R

�G.�� +��=�5A�� �G���"?Cj�!3n��Y

wx����HE?F)W+5&
(tyz)*+��
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+�HE� 
'+������ 23��?F�G���������

u, v ∈ U
���

u + wix + α = v + wjx + β

0NAt��&$(=A34
i = j

�|� A
(i, α) 6= (j, β)

+�HE�
α 6= β.

w�&�H�?F)r(tyz)*+��

u + α = v + β ⇔ u − v = β − α

��+��p�
N(u − v) < 1, ∀u, v ∈ U

K5&$�1HE?

N(β − α) < 1

��+��p�
β − α

� �|���=&$)F(�� ����&$?F��2�K�� )F��&$)�j
N(α), N(β) ∈ Z+

?*+����
HE?O��� �=yz��2>� ��8§&<�
� A
� 4�23)*?F+�?*�G2|,/4�A�23��?*.�Ai&>,/��?*)*)F� +����f?FA�+´?

N0

.�(�HE?r+����G,/.��1.$��A5�$�z��.��G?F��?�H��xH>yz��+�?*� �1��)*)F� �z#3n
2<&$Ae+����G����234�AeH>yz���x��?F)F,�yz)F+����fK3HE?F�

β − α = 0
+�H���


β = α,
�|� A´+��p�����{���1?m�|.�+��G���G?*+

�|� +i&$At�9&$($� )*�G� AW8'&<�
(i, α)

.�(
(j, β)

� �z,/.��G��2$��)*)F?*(��>

�x?r�G)*4��G�����1+�� �l,/.��O&>�

i 6= j.
��+��p�

i 6= j
K5&$�zHE?
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