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Leder

Sa kom FAM®@S ogsa ind i ar 2001, og endnu engang er arets fgrste nummer ikke
saerlig stort. Vi tager med gleede imod bidrag af enhver art, det veere sig debat
om studiets opbygning, en artikel om noget spendende matematik du er stgdt
pa, en interessant opgave, eller maske en lgsning pa en af de opgaver vi stiller.
Det kunne ogsd vaere noget helt andet du synes FAM®@S skal bruge spalteplads
pé, vi stiller ikke serlige krav til serigsitet eller lgdighed.

Endnu engang ma vi undskylde at have skrevet noget vrgvl i sidste nummer,
Asger Grunnet har aldrig vaeret redaktgr pd FAM@S, han har kun skrevet en
enkelt artikel og lgst nogle opgaver. Vi har haft en redaktgr der hed Asger, og
fejlen skyldes at redaktgren rodede i efternavnene. Et tegn pa at jeg har lavet
FAMm@s for leenge, og traenger til at blive skiftet ud?

Maske ville det hjalpe blot at fa nogle flere medredaktgrer. Jeg ser ingen grund
til at det ngdvendigvis skal ga som det gjorde med kollokvierne, hvor arranggren
var blevet kandidat inden der var nogen der tog affeere.

Vi kunne ogsd godt bruge en kreativ sjal i redaktionen, til at forsyne bladet
med nogle tegninger. Vi har i arkiverne fundet et gammelt ngdrdb som bringes
pa bagsiden, sammen med en tegning fra FAM®@S’ forgenger Plus-Minus.

Apropos ting der ikke er dgde, sd har der netop vaeret semesterstartsfest péa
matematisk afdeling, for fgrste gang i 1% ar. Desverre var jeg forhindret i at
deltage, sd I mé& undvaere en beretning, men mon ikke det har veeret lige s& sjovt
og hyggeligt som de foregdende gange.



Strotanker om matematikuddannelsen

Sgren Mgller Hansen, Thomas Jensen,
Morten Gram Pedersen og Jakob Juul Stubgaard

Dette indlaeg er taenkt som et bidrag til debatten om en fremtidig studieordning
pd matematik. Vi beskaeftiger os alle fire med geometri og analyse, hvorfor vi ikke
vil kommentere algebradelen af uddannelsen.

Vi har to forslag til forbedring og styrkelse af disse to emneomrader.

Det fgrste omhandler geometriens placering pa bachelordelen. Som det er nu,
er det meget svaert overhovedet at komme i gang med en geometriuddannelse her
pa stedet. Man leerer ganske simpelt for lidt geometri pad fgrste del — og det
er tilmed end ikke ngdvendigt at tage 3GE for at blive bachelor. Den version af
3GE, der kgrer i gjeblikket, hgrer efter vores mening naermere hjemme pa 2. r —
eventuelt 1 en mindre udgave, der kan erstatte 2SS som obligatorisk kursus. 2SS
skulle s& i stedet for, som tidligere, vaere et valgfrit kursus pa 3. ar. Dette ville
give mulighed for et mere ambitigst 3. ars kursus i abstrakt differentialgeometri,
som kunne forudsaette 3GT.

Det andet forslag skyldes, at vi mener det er en mangel, at man kun i meget
begreenset omfang stifter bekendtskab med anvendt matematik pa 1.-delen. Her
taenkes specielt pd emner som differentialligninger, variationsregning, dynamiske
systemer mv.

Dette skal ikke forstas pa den made, at vi skal leere at bygge broer og tunneller
— men pd den méde, at emner indenfor den umiddelbart anvendelige matematik
praesenteres og behandles. Selvfglgelig med en stringent matematisk tilgang. At
arbejde med anvendt matematik er ikke ensbetydende med at g pd kompromis
med det faglige niveau, som under alle omstandigheder skal veere hgjt. Det er
vores personlige opfattelse, at det ogsd er tilfredsstillende at leere et matematisk
emne, som man straks kan se en nyttig anvendelse af. Et h&b i den forbindelse
er — udover at dyrke vores egen faglige interesse — at det kunne tiltraekke flere
studerende, samt holde p& dem, der ellers ville skifte til andre, mindre abstrakte
fag.

Som det er i dag har man kun mulighed for at fglge anvendelsesorienterede
kurser pa 2.-delen (med mindre man laser ren matematik, og derfor har plads til
at tage kurser som Mat DL1). Stgrsteparten af disse kunne med fordel udbydes
pa 3. ar, hvis kursernes pensum tilpasses de studerendes forudsatninger. Mange
af kurserne kan allerede nu fglges pd 3. ar, men de star ikke opfgrt som 3. ars
kurser — og det afholder nok de fleste fra at tage dem. Kurserne kunne sa tages
i stedet for nogle af de obligatoriske kurser. F.eks. kan operatorer p& Hilbert rum



sagtens indfgres i forbindelse med et kursus i ,kvantemekanikkens matematik®.

Et problem ved en sddan model er selvfglgelig, at der skal udbydes flere kur-
ser. Som lgsning pé dette, vil vi gerne bakke op om Mikkel @bros forslag i FAM@S
(maj 2000), der kort sagt gik ud pa ’lesning under vejledning’ — dvs. leesekurser
suppleret med oversigtsforelaesninger og seminarforedrag. Desuden vil et taettere
samarbejde med andre institutioner (Universitetet i Lund, DTU og andre) ogsi
gge kursusudbudet betragteligt. En forudsatning er selviglgelig at der i Lektions-
kataloget g@res opmaerksom pd mulighederne og henvises til relevante kurser. Vi
kan naevne, at Mat-Qk allerede samarbejder med polit-studiet p&4 denne made.

Opsummeret gnsker vi et bredere udvalg af emner — specielt mere geometri
og anvendt matematik, som supplement til de kurser der findes i dag.



Opgaver

Opgave 1

Hvor mange punkter kan man placere i planen sa forholdet mellem et vilkarligt
par af afstande er rationelt?

Hvad hvis man kraever at punkterne udspander planen?

Hvad sker der hvis man kreever at konstruktionen er ,interessant” langs mere
end én akse?

Hvad er svaret pa de tilsvarende spgrgsmal i rummet/R*/ ... ?

Opgave 2

Figur 1: Nedadpegende trekant af 20-kroner

Hvis man arrangerer 3 mgnter i en trekant der peger nedad, kan man ved bare
at flytte én mgnt fa trekanten til at pege opad. Hvor mange flytninger skal der
til at vende trekanten hvis der er 3, 4, 5 eller n raekker af mgnter?

Opgave 3

En lille opgave fra arets Georg Mohr-konkurrence. Det kan lige naevnes at opgave
2 i arets konkurrece tidligere har veeret stillet i FAM@S (september 99), dog med
en lidt anden ordlyd.



Figur 2: Opadpegende trekant af 60 kroner

Vis, at ethvert tal pa formen 44 ...44 — 8...8, hvor der er dobbelt s& mange
4-taller som 8-taller er et kvadrattal.

Opgave 4

Betragt de 44 heltal 0 < a; < as < ... < as3 < aqq < 125. Bevis at der blandt de
43 differencer a; 1 — a; er en vaerdi der forekommer mindst 10 gange.
Opgave 5

Bevis at az? + bx + c ikke har nogen rationelle rgdder hvis a, b og c er positive
ulige heltal.



Peanos kurve?
Peter Lund & Henrik Chr. Grove

Her er en side vi skal have fyldt ud sa side 9-satningen, rent faktisk kan komme
til at begynde pa side 9. Inspireret af side 9-seetningen fik vi lyst til at sgge efter
Peanos kurve pa nettet, vores eneste sikre resultat er overbevisningen om at folk
er ret uenige om hvordan Peanos kurve egentlig ser ud, sa ...

ABESK®N lysharet slem funktion, parat til alt det
freekke kun 111 ar, peanoeser, bédde kontinuert og reel.
Er du mand nok til at differentiere mig? Du mé prgve i
alle huller. Tors-fre-lgrdag, tlf. 431 41 59 26 53.

Figur 1: Lad os fylde rummet ud sammen, skatter

ALTID frisk mager mangde. Bade grupper og alene.
Lad os lave brownske bevagelser i den vandrette plan
hele natten. TIf. 427 18 28 18 45.



Slemme funktioner
Henrik Schlichtkrull

Nar vi skal give et eksempel pad en kontinuert reel funktion, der ikke er differenti-
abel, plejer vi at bruge funktionen f(x) = |z| (se fig. 1), der ikke er differentiabel
i 0 fordi de venstre- og hgjreafledede ikke stemmer overens. Et andet eksempel
fis ved at betragte f(x) = |2|'/2, der har lodret tangent i 0. Endnu veerre opfgrer
funktionen defineret ved f(z) = xsin% og f(0) = 0 sig. Den er kontinuert i 0,
men dens differenskvotient +(f(h) — f(0)) = sin 5 konvergerer ikke og gar heller
ikke mod +oo for h — 0.
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Figur 1: Ikke-differentiable funktioner

Det er klart at man ved at klistre sddanne funktioner sammen kan konstruere
en kontinuert funktion der opfgrer sig lige sd slemt i et givet saet af isolerede
punkter. En bergmt satning af Weierstrass forteeller imidlertid, at der findes
kontinuerte funktioner som er langt veerre:

Side 9-saetningen Der findes en kontinuert funktion f : R — R, som ikke er
differentiabel i noget punkt.

Ved fremkomsten af saetningen i 1872 vakte den tilsyneladende megen opsigt.
Her skal man teenke pa, at Peano heller ikke var kommet med sin kurve (den er
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fra 1890), s& man var ikke vant til andet end at kontinuert er peent. Det fremgar
af Weierstrass eget forord ([6], side 71), at selv bergmte matematikere som Gauss,
Cauchy og Dirichlet havde regnet med at en kontinuert funktion ngdvendigvis er
differentiabel, paneer i isolerede punkter. Sidenhen har man opdaget at Bolzano
vistnok havde et lignende eksempel 40 ar i forvejen, men det var blevet i skuffen
([3] side 402).

Weierstrass viste, at funktionen f(z) = ) 2, b" cos(a"rx) opfylder det gn-
skede, hvis a er et ulige heltal, 0 <b <1 ogab>1+ %TF. Han viste endda mere,
nemlig at differenskvotienterne for f i et hvilket som helst punkt ikke konvergerer,
hverken fra venstre eller hgjre, og heller ikke mod uendelig.

Her vil jeg ngjes med at bevise setningen som den er formuleret ovenfor. Be-
viset, som er en del enklere end det af Weierstrass, kommer fra van der Waerden
[6], som skriver at han havde stillet det som en opgave i ,Wiskundig genoots-
chap®, hvilket vistnok betyder FAM@S pa hollandsk. Opgaven gik ud pé at vise,
at nedennaevnte funktion f ikke er differentiabel i noget punkt. Det elegante bevis
skyldes en af bladets leesere, idet van der Waerdens eget var mere indviklet.

Bevis. Lad fy betegne ,savtaksfunktionen® givet ved at fi(z) er afstanden fra z
til den naermeste k-tallige decimalbrgk, altsa

= min |z — 107"
fi(x) = min | p|

(se fig. 2). P& hvert interval [107%p; 107*(p + %)], p € Z, er f; altsd linesert

voksende med hzldningen 1, og p& [107%(p — 1); 107"p| er den linezrt aftagende
med hzldning —1. Specielt er 0 < f,(z) < 3107, og f er kontinuert.
1Mk}
—TOMNK) 0 107K 210K}

Figur 2: Savtakfunktionen fj

Saet

f@) =" fulx).
k=0

Da rakken har den konvergente majorantraekke %Z 107* er den uniformt kon-
vergent. Altsd er f kontinuert. Pastanden er, at f ikke er differentiabel i noget
punkt.
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Lad z € R. Vi vil konstruere en fglge =, — =z, for hvilken fglgen af diffe-
renskvotienter (f(x,) — f(x))/(z, — =) ikke konvergerer. For hvert n betragtes
det interval I, af typen [107"p; 107" (p + 2)[ eller [107"(p — 1); 107"p[, som x
tilhgrer. Vi veelger x,, blandt de to tal 2 &= 10~ (™1 saledes at den ogsa tilhgrer
I,,. Det er klart at x,, — x.

For k > n er fy(z,) = fi(v) idet z, — x = £10-"*Y € 107*Z. Da f, er
linezer pé intervallet [,,, er den det ogsa pa intervallet mellem z,, og x. For k < n
er I, C I og dermed er f; ogsd linezr mellem x,, og x. Dermed er

flan) = f@) = falmn) = fol®) -
—SL’n—SC _kZ:O pra— _Z:H:n—l—l mod 2

k=0

Altsd alternerer fglgen af differenskvotienter mellem lige og ulige heltal, og den
konvergerer dermed ikke. O

Lad os indfgre betegnelsen slem for den egenskab ved en kontinuert funktion,
at den ikke er differentiabel i noget punkt af dens definitionsmangde.

S& snart vi har fundet en enkelt slem funktion, far vi straks en hel skare ud
fra princippet ,slem-+paen=slem“. Naermere betegnet, hvis f er slem, daer f + g
ligeledes slem for enhver differentiabel funktion g. Det fgrer til nedenstidende
korollar.

Lad [a;b] C R veere et begranset, afsluttet interval, og lad Cla;b] betegne
mangden af kontinuerte reelle funktioner derpé. Vi udstyrer Cf[a;b] med den
uniforme norm, || - ||,-

Korollar Mangden S af slemme funktioner er tet i Cla; b).

Bevis. Lad ¢ € Cla;b]. Det fglger af Weierstrass approksimationssetning (se
f.eks. [2], s. 121-122), at der findes en fglge g,, af differentiable funktioner (endda
polynomier) p4 [a; b], som konvergerer uniformt mod ¢. Lad ¢, = g, + = f, hvor
f er restriktionen til [a;b] af den ovenstdende funktion. Da er ¢, € S, og den
konvergerer uniformt mod ¢. O

Historien er imidlertid ikke slut hermed. Som naevnt i beviset herover, er
mangden af pane (differentiable) funktioner teet i Cla;b]. Idet vi nu ved, at
ogsa de slemme funktioner ligger taet i C'a; b], er det naturligt at overveje hvem
der er flest af, de pane, de slemme eller méske dem som er hverken eller. Det
overraskende svar blev givet af Banach i 1931, [1], som viste, at det i en vis
forstand er reglen, snarere end undtagelsen, at en kontinuert funktion er slem.

For at praecisere, ma vi fgrst indfgre en made at skelne mellem tatte maengders
fyldighed. Lad (M,d) vare et metrisk rum, og lad os straks antage at det er
fuldsteendigt. Det er Cla; b jo. At en delmaengde A C M er teet i M betyder som
bekendt at A = M. Hvis ogsd A’s indre er teet, f.eks. hvis A er dben og teet, si
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mi vi anse A for at fylde serlig meget. F.eks. er R \ Z &ben og teet i R, men
hverken Q eller R\ Q opfylder dette skrappe krav, idet de begge har tomt indre.

Ligesom for Q og R\ Q gaelder generelt, at hvis to disjunkte maengder begge
er teette 1 M, da har de begge tomt indre. Det geelder dermed bade for mangden
S af slemme funktioner i C|a; b] og for dens komplementaermangde (som bestar
af de funktioner der er differentiable i mindst et punkt), at den ikke fylder sa
meget at den har taet indre.

Vi observerer nu, at tager vi faellesmeengden mellem to maengder, som begge er
abne og taette, da far vi atter en dben og taet maengde (ses let). Det samme gaelder
dermed for endelige feellesmeaengder, men det galder ikke generelt for uendelige
feellesmeengdedannelser. Derfor indfgrer vi fglgende definition.

Definition En delmangde A C M kaldes fed i M, hvis der findes tellelig
mange abne tette maengder Gi,Go, Gy, ..., sdledes at A O N> ,G,. En del-
mangde af M kaldes mager i M, hvis dens komplementaermangde er fed.

For eksempel er Q mager (og R\ Q dermed fed) i R. Skriver vi nemlig Q =
{1, 29,...}, daer R\Q = NG, hvor G,, = R\ {z,}. Begreberne stammer i gvrigt
fra Baire (1899), der brugte betegnelsen  forste kategori“ om magre mangder.
Ordet mager er vistnok opfundet af Bourbaki. Meengder som ikke er magre kaldes
genialt nok ikke-magre (eller af ,anden kategori“). Bemark at begreberne fed og
ikke-mager er forskellige; der findes mange mangder som hverken er fede eller
magre. Men vi skal se om lidt, at fed medfgrer ikke-mager.

Den nedenstdende satning, at fede maengder er teette, kaldes ofte Baires ka-
tegoriseetning. Med den finder vi en egenskab ved visse tatte delmaengder, som
udmerker dem fremfor andre, nemlig at de er fede. Bortset fra mangderne med
teet indre er det disse mangder som ,fylder mest®.

Det fglger specielt af Baires setning, at fede maengder ikke er tomme. Det ses
let fra den ovenstidende definition af begrebet fed, at feellesmeengden af to fede
mangder igen er fed. Dermed kan en mangde og dens komplementermangde
ikke begge vaere fede. Thi deres feellesmaengde er tom. Med andre ord, en fed
mangde kan ikke ogsd veere mager, som navnt ovenfor.

Vi har set ovenfor, at Q er mager og R\ Q er fed i R. Det fglger altsd dermed
af Baires seetning at QQ ikke er fed i R. Dette stemmer overens med at der er flere
irrationale end rationale tal (eller man kunne velge at sige, at Baires satning
giver et nyt bevis for at R ikke er numerabel, for hvis R \ Q var numerabel, ville
Q ogsé vare fed).

Saetning I et fuldstaendigt metrisk rum er enhver fed mangde teet.

Beuvis. (findes i utallige leerebgger, f.eks. [4], s. 42) Lad A D N> ,G,, som ovenfor,
med hvert G,, dben og taet. Lad x € M og ¢ > 0 vaere givet. Vi skal vise, at
K(x,¢€) ikke har tom fzllesmaengde med A.

Da G er tet findes et punkt z; € K(z,¢) N Gy, og da Gy er dben findes
e1 > 08 K(z1,61) € K(z,€) N Gy. Vi kan antage, at ¢; < e. Da G5 er teet og
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aben findes tilsvarende zo € M og €, < 3¢, saledes at K (22, €) C K(z1, €) N Go.
Séledes fortsattes. Vi finder dermed en aftagende fglge af kugler K(z1,€¢1) 2
K(x9,e5) D ..., séledes at K(x,,¢,) C G, for hvert n. Idet ¢, — 0, er fglgen af
centre (x,) en Cauchy fglge. Dens graensepunkt tilhgrer K(x,,¢,) for hvert n, og
dermed ogsd N | G,,. Altsd er K(x,e) N A # 0. O

Vi kan nu vende tilbage til funktionerne. Den omtalte saetning af Banach lyder
i al sin enkelthed:

Saetning Mangden S af slemme funktioner er fed i Cla; b].

Vi viser faktisk lidt mere, nemlig at mangden R af  slem-fra-hgjre” funk-
tioner, dvs. funktioner der ikke er differentiable fra hgjre i noget punkt af [a; b],
er fed. Tilsvarende kan man vise, at mangden £ af slem-fra-venstre funktioner
er fed. Maengden R N L af funktioner, som er slemme fra begge sider, er dermed
ogsa fed.

Beuvis. ([2], side 68) Lad for hvert M > 0 og 6 > 0 mangden G5 C C|a; b] besta
af de funktioner f, for hvilke der for hvert x € [a; b — d] findes et h €]0; d] sdledes
at |f(x+h)— f(x)| > hM.

Det er klart, at enhver kontinuert funktion, der er differentiabel fra hgjre
i mindst et punkt z € [a;b[, ikke tilhgrer Gps for M tilstraekkelig stor og o
tilstraekkelig lille. Altsa er

Npz1Gnam € R

Hvis vi kan vise, at G/ er dben og teet, er vi dermed ferdige.

Vi viser, at G5 er dben ved at vise at dens komplementaermangde er af-
sluttet. Lad f,, ¢ G og antag, at f,, — f € Cf[a; b] uniformt. Pastanden er, at

f & G

For hvert n findes x,, € [a;b — 0] sdledes at |f,(z, + h) — fu(z,)| < Mh for
alle 0 < h < 4. P& grund af kompakthed har fglgen (z,,) et forteetningspunkt x €
[a; b—§]. Ved at udtage en delfglge, og derefter udtage den tilsvarende delfglge af
(fn), kan vi siledes antage, at =,, — . Pastanden er nu, at |f(z+h)— f(z)| < Mh
for alle h €]0, J].

Der gzlder

[f(z+h) = f(z)]
<[+ h) = flan+ W)+ [f(@n +h) = fln)] 4+ [f(2n) = f(2)]

Idet f er kontinuert i x og i x + h, vil det fgrste og det sidste led gd mod 0 for
n — 00. Endvidere kan midterledet vurderes séledes:

Da |fu(zn + h) — fulwn)] < Mhog || f — fullu — 0, fas [f(z +h) — f(2)] < Mh
som gnsket. Altsd er G5 aben.
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Vi viser dernast, at G5 er teet. Lad f € Cla; b] og € > 0. Vi skal vise, at der
findes g € G5 med ||f —g||l, < €. Af Weierstrass’ approximationssaetning fglger,
at vi kan antage f er differentiabel med kontinuert afledet (vi kunne endda antage
den er et polynomium). Dermed er f’ begraenset. Valg en savtaksfunktion ¢ med
tilstraekkelig lave men til gengeaeld meget stejle takker, saledes at |||, < € men
| (z)| > M+ || f'||. for alle = € [a; b], bortset fra knaekpunkterne. Seet g = f+ .
Daer ||f —g|l. <€

Pastanden er, at g € Gy 5. Lad x € [a;b]. Hvis x ikke er et knakpunkt for ¢,
er g differentiabel i x med

9" ()] = |¢'(z) + f'(2)] = [&" (@) = 1 /llu > M.

Uanset om z er et knakpunkt eller ej, galder ifglge middelveerdisaetningen at
(g9(x+h) —g(x)) = ¢'(§)h, hvor & €]z, z + h]. Blot skal h vare tilstraekkelig lille
til at |z, z + h[ ingen knaekpunkter indeholder. Altsa er |g(x + h) — g(x)| > Mh
for h tilstraekkelig lille. Det viser det gnskede. O

Bemark, at vi med de to sidste saetninger har faet et nyt og tydeligvis mere
besvaerligt bevis for Weierstrass’ side 9-saetning. Ydermere er dette bevis ikke
konstruktivt, idet det ikke anviser en eneste konkret slem funktion. Der findes
mange andre beviser for eksistensen af slemme funktioner. F.eks. optraeder de i
teorien for Brownske bevaegelser (en Brownsk bevagelse er med nasten sikkerhed
slem!).

Jeg vil slutte med at naevne et resultat, der viser at ogsd paene funktioner kan
vere ret slemme, ndr man gar dem efter i sgmmene. En differentiabel funktion
kan nemlig godt opfgre sig lidt i stil med eksemplet x sin% som Vi startede med.
F.eks. er funktionen x> sin% differentiabel i 0, men den opfgrer sig alligevel ikke
sarlig paent, eftersom den danser helt vildt i en omegn.

En kontinuert reel funktion f, defineret i en omegn af x € R, kaldes oscille-
rende i z, dersom den ikke er monoton i hverken |z — ¢, z[ eller |z, z + €[ for noget
€ > 0. F.eks. er zsin - og 2 sin = oscillerende i 0.

Saetning Der findes en differentiabel funktion f : R — R som er oscillerende
i ethvert punkt af R.

Lad f veere sddan en funktion. Da f ikke er monoton i |z — €, z[, har den et
lokalt ekstremum deri, for ethvert ¢ > 0. Vi konkluderer, at meengden af punkter,
hvori f har lokalt ekstremum, er taet. Da f er differentiabel betyder det, at f' =0
pa en tet mangde. Det virker faktisk temmelig modbydeligt.

Satningen skyldes Képcke, 1890 (se [3], side 412). Et smart bevis, som ud-
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nytter Baires seetning, findes i [7].
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