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Leder

Sa blev studenterkollokvierne reddet. Til deres fgrste kollokvium havde Ruth
og Lars, faet Jesper Michael Mgller til at tale om ,Klassifikation af kompakte
flader”. Jesper var som altid fantastisk underholdende og leverede et glimrende
kollokvium for de mange fremmgdte. Bagefter fulgte han med ned i S01, hvor
der blev klippet i Seifertflader, og Mobiusband. En glimrende start der siden er
blevet fulgt op med flere gode kollokvier, en stor tak til Ruth og Lars for at sikre
denne tradition.

Nu mangler vi bare at der er nogen der viser vilje til at sikre den fortsatte
eksistens af FAM@s! Denne gang sidder vi to mand og redigerer bladet, og den ene
er slet ikke studerende laengere. Skal vi virkelig ligesa langt ud som kollokvierne
var? Det vil ggre det temmelig svaert for den nye redaktion, hvis I derimod tager
jer sammen nu, kan I blive indfgrt i arbejdet af os der kender det. Det eneste krav
vi stiller er at du kan afse fire dage om aret til klippe-klistre-mgderne!! Skriv til
redaktionen pa famos@math.ku.dk.

Pa trods af at det endnu ikke er s& koldt endda, er vi i december maned og
julen naermer sig med hastige skridt. Inden det bliver jul, er der dog lige valg
til de kollegiale organer pa universitetet. Du har sikkert allerede modtaget en
stemmeseddel, og forhabentlig har du allerede sat dit kryds og sendt den tilbage.
Ellers skal der herfra lyde en kraftig opfordring til at fa det gjort. I sidste nummer
af universitetsavisen kan du laese en praesentation af spidskandidaterne, ellers kan
du stemme pa fagradets kandidat.

Nar du engang er faerdig med julemaden, er det tid til at fejre artusindskiftet,
og derefter kommer januar maned sikkert med et par eksaminer der skal bestas.

Gleedelig jul
Godt nytdr
Held og lykKe til eKsamen

'Et gammelt navn fra dengang der var saks og lim involveret.
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Juleoperatoren

Henrik Grove

Over alle Byens Veie hang grgnne Granguirlander, nogle steder med lysende Hjer-
ter eller Stjerner, og alle Boutiker satte Nisser eller Grantraer i Vinduerne. Der
var pyntet fra Kelder til Qvist. Ingen vidste dog rigtigt hvorfor, de kunde bare
huske at det plejede de at gigre paa denne Aarstid. Paa det Mathematiske Institut
sad der dog en maengde Mennesker der vidste hvad der var galt.

Her vidste man at fgr Aarets Juleoperator var bleven udregnet vilde Julestem-
ningen ikke brede sig i Byen. Uheldigvis var den gamle Professor, Eksperten paa
Omraadet, netop ded, og en talteoretisk Spidsfindighed ved Aarstallet gjorde
Opgaven overmaade svaer dette Aar. Saa nu sad alle Instituttets Ansatte og ar-
bejdede paa denne Opgave, lige meget hvor langt det laa fra deres ssedvanlige
Forskningsomraade, for Jul skulde det veere.

Som Dagene gik, skete det af og til at en Ansat lgste et Problem der havde
plaget Alverdens Matematikere i mange Aar; men de &nsede det nappe for det
bragte ikke Julen naermere.

Man satte Secretairerne til at finteelle Regnskaberne oppefra og nedefra for
at finde alle de Penge man overhovedet kunde, saa man kunde invitere Verdens
fgrende paa Omraadet til Instituttet for at hjeelpe med Udregningerne, men lige
lidt hjalp det.

Man gik til Datalogerne, for at faa dem til at saette nogle af deres Elektronreg-
nemaskiner til at regne paa Operatoren. Da Datalogerne langt om laenge havde
forstaaet Problemet og faaet programmeret deres Elektronregnemaskiner, og gjort
Huller i deres Hulkort, skete der Ingenting. De bare stode og skrev Prikker ud
paa deres Skizerme, men noget brugbart Resultat kom der ikke, og Maskinerne
regner vist endnu ...

Man fandt ud af at Opgaven svarede ganske til et noget obscurt physisk
Forsgg, og bad Physikerne prgve at udfgre dette Forsgg, i haab om at et empirisk
Resultat vilde veere godt nok. Da Physikerne endelig havde indset at de ikke havde
brug for nyt Udstyr til flere Hundrede Tusinder Rigsdaler for at udfgre Forsgget,
gik de i Gang. Forelagt Resultatet maatte Matematikerne desvarre konstatere at
Physikerne havde varet for upraecise med deres Forsggsopstilling.

Man havde ogsaa forsggt at stille det som en skriftlig Opgave til de Studerende,
men det havde kun medfgrt at de Studerende havde rendt de Ansatte paa dgrene
for at faa et Vink, indtil man havde bildt en Studerende ind at der var en Trykfejl
i Opgaven.



Til sidst var man blevne saa desperate at man besluttede at samle alle Stude-
rende og Ansatte, baade Forskere og Secretairer, til et Stor-Mgde, hvor Institutle-
deren redegjorde for Situationens Alvor. Her besluttede man at man i Faellesskab
vilde forsgge at gigre som om der var Julestemning og se om det hjalp Udregnin-
gerne lidt paa Vei. Omendskignt det var svaert at huske Opskrifter og den Slags,
gik man igang med at bage Smaakager, koge Glogg, gigre Julestads og mange
andre af de Ting man kunde huske fra de foregaaende Aar.

Da man til sidst havde en to Mil og halvtredie Fjerdingvej lang Guirlande
af Glanspapir i alle Regnbuens Farver, 704 Pagl Glogg og Toogtresindstyve Lis-
pund Smaakager, satte man sig ned og regnede igjen. Ved fzlles Hjlp og med
den producerede julestemning tog det kun faa Minutter, fgr Resultatet stod paa
Papiret og Radioen begyndte at spille Hgit fra Traeets grgnne Top!

Dansk matematisk forening

Jan Philip Solovej
Sekreteer og naestformand i Dansk Matematisk Forening

Dansk Matematisk Forening er en af de seldste matematiske foreninger i ver-
den. Den blev stiftet i 1873 og har til formal at virke til gavn for forskning og
undervisning i matematik.

Hovedparten af medlemmerne i Dansk Matematisk Forening er ansatte ved
universiteterne, men ogsa en del gymnasielaerere og andre med interesse for ma-
tematik er medlemmer. Foreningen har ca 350 medlemmer. Man kan se en med-
lemsliste pa http://www.dmf .mathematics.dk/memberdb/.

Listen indeholder dog kun informationer om de medlemmer der har tilladt at
oplysningerne offentliggres.

Foreningen arrangerer foredrag (ca. 3-5 per semester). De afholdes normalt
mandag kl. 17 p4 HC® med mulighed for at deltage i en efterfglgende middag
sammen med foredragsholderen. Man behgver ikke vaere medlem for at deltage.
2. dels studerende opfordres kraftigt til at komme til foredragene. De er ikke (eller
bgr ikke vaere) for specialister.

Desuden arrangerer foreningen et arsmgde. Arsmgdet afholdes efter tur pa
landets universiteter.

Som et nyt initiativ planleegger foreningen et 3 dages seminar rettet mod
2. dels studerende i matematik fra hele Danmark. Seminaret vil blive afholdt pa
Sandbjerg gods i Sgnderborg i august 2001. Seminaret er stadig i planlaegnings-
fasen og et emne er endnu ikke endelig fastlagt. Foreningen arbejder pa at finde



sponsorer til seminaret, saledes at deltagelse bliver gkonomiskt overkommeligt.
Man behgver ikke vaere medlem af foreningen for at deltage i seminaret.

Foreningen udgiver bladet Matilde (se http://www.matilde .mathematics.dk/)
der udkommer i 3 ordinsere numre per ar.

Foreningen har en elektronisk kalender (se http://www.matnyt.mathematics.dk/)
som annoncerer begivenheder fra hele landet af interesse for matematikere. Man
kan abonnere pa en ugentlig e-mail version af denne kalender, ogsa uden at vaere
medlem.

Som medlem af Dansk Matematisk Forening kan man til reduceret pris blive
reciprocitetsmedlem af en raekke andre matematiske foreninger verden over. F.eks.
kan man for ca. 25% af prisen blive medlem af European Mathematical Society
og for ca. 60% af prisen blive medlem af American Mathematical Society.

Kontingentet for medlemskab af Dansk Matematisk forening har for i ar veeret
200 kr, men forventes at blive 300 kr i 2001. Studerende og pensionister betaler
halv pris.

Man kan laese mere om foreningen pa http://www.dmf .mathematics.dk. Her
er der ogsa en elektronisk blanket, hvor man kan melde sig ind i foreningen. Som
medlem stgtter man foreningens virke og modtager Matilde.

Foreningen haber meget at fa flere medlemmer blandt studerende. Sa hast til
computerne og meld jer ind.



Gamle redaktagrer

Henrik Grove

I sidste nummer bragte vi et e-brev vi havde modtaget fra Henning Makhom,
hvor han bl.a. skrev: ,Normalt ngjes jeg med at skabsleese FAM@S, eftersom jeg
kun er halvvejs matematiker (et bifag for snart lzenge siden).“ Det kan godt vzere
Henning kun har et bifag i matematik, men hans tilknytning til FAM@S er stgrre
end som sa. Siden sidst har vi ved et tilfaeldigt kig i nogle gamle numre fundet
ud af at Henning faktisk var medredaktgr af FAM@S i fgrste halvdel af 90’erne.

Andre skribenterne i sidste nummer har ogsa veeret FAM@s-redaktgrer, det
drejer sig om Toke Lindegaard Knudsen og Asger Grunnet.

Selvom han ikke bidrog direkte til sidste nummer er der dog endnu en gammel
redaktgr der fortjener lidt omtale. I septemer 98-nummeret af FAM®S skrev jeg at
jeg midlertidigt havde overtaget posten som ansvarshavende redaktgr, mens min
forgaenger aftjente sin vaernepligt. Specielt midlertidigt blev det aldrig, Rasmus er
ganske vist vendt tilbage til studierne, og har ogsa bidraget en smule til FAM@S,
men ansvaret forblev mit. Fgr Rasmus var Jette Randlgv ansvarshavende for et
enkelt nummer, og fgr hende havde Bo Markussen ansvaret, og det er ham det
drejer sig om.

Vi er nemlig tilbage ved bl.a. september 1994-nummeret, hvorfra nogle af
laeserne maske husker at flagstangsopgaven stammer. Der stod ikke nogen navne
pa artiklen, og jeg kunne ikke tage mig sammen til at spgrge Bo hvem der havde
stillet opgaven, sa da den blev stillet igen fgr sommerferien, var det uden navn.
Det er Bo meget forstaeligt lidt ked af, sa lad os hermed sla fast at det var Bo
der stillede opgaven, vi overlader nu ordet til Bo.

Strengt taget er flagstangsopgaven naturligvis ikke min; den oprinde-
lige opgave har jeg fra hyggebogen:

Ivan Moscovich: ,Hjernegymnastik - med kombinationer og logik",
Clausen bgger 1988,

hvor opgaven gik ud pa at plante 11 tracer. Min fortjeneste bestod i at
skifte traeerne ud med flagstaenger, samt at stille spgrgsmalet: Er de
maksimale fglger af flagstaenger begraensede, endelige eller uendelige?
Ifglge Asger er svaret: De maksimale flagstangsfglger har hgjst leengde
17. Interressant nok naevner Ivan Moscovich ogsa tallet 17 i denne
forbindelse:

,Man kunne maske tro, at hvis man er tilstraekkelig forudseende, kan
man fa antallet at mulige parceller og traeer pa dem til at naerme sig



det uendelige. Men det gar ikke. De begraensende faktorer ligger i det
ufravigelige krav om tilfgjelsen af endnu et ekstra tree for hver ny
opdeling af linien i lige store stykker samt disse traeers uflyttelighed,
nar de fgrst er plantet. Det kan dog sagtens lade sige ggre at komme
videre end de 11 linier. Men for endnu at understrege forudberegnin-
gens betydning skal det siges, at den strategi, man bruger for at klare
11 linier, kan vaere fuldkommen forskellig fra den, man skal bruge for
at klare for eksempel 17 linier. Hvor langt kan du komme?“

Derefter fglger en tegning, hvor der er gjort klar til at opgavelgseren
kan forsgge at placere 18 traeer!!! Sa denne Ivan Moscovich er maske
mere inde i sagerne end hans bog umiddelbart kunne give udtryk for.

Vi er ganske enige med Bo i at det er interessant at Moscovich naevner tallet
17, og derefter opfordrer laeseren til at prgve 18.

Heldigvis er Bo ikke blevet mere ked af det end som sa, han har jo i hvert
fald skrevet en god side 9-saetning til dette nummer, sa endnu en gang undskyld
og tak til Bo Markussen.

Sammen med sin klage sendte Bo et stort tillykke til Asger for at have lgst
flagstangsopgaven.

Endnu en gammel FAM@s-redaktgr har henvendt sig til redaktionen siden sidst
Sgren Feodor Nielsen har sendt redaktionen fglgende kommentar, som indeholder
nogle spgrgsmal til overvejelse.

Jeg blev ganske skuffet over lgsningen af opgaven om differentiation
af 2. Bevares den lgsning I bragte er rigtig, men det er serlig talt
en snydelgsning pa en snydeopgave! Se, opgaven burde (i mine gjne!)
veere formuleret ved integral ikke sum:

(22) = (/Ow:vdy>,:/0wx'dy2x

Samme opgave, stadig forkert men ingen snydelgsning. Hvad der er
galt er jo ikke sveert at se; vi differentierer kun ‘efter det ene z’ og
den gar naturligvis ikke. Men hvordan skal vi differentiere sadan en
stgrrelse generelt? Overvej

/() = / " g(a,y) dy

Et naivt forsgg pa at se det som en sammensat funktion giver ikke
mig det korrekte resultat. Er man virkelig ngdt til at ga helt tilbage
til tilvaekster for at finde f'? Naste sporgsmal (eller maske snarere
forste) er hvad man ma kraeve af g for at f er differentiabel?



Gensyn med fgdselsdagsproblemet

Bo Markussen, Afdeling for Statistik og Operationsanalyse

Hvad er sandsynligheden for at der hver dag i aret er mindst en ud af 400 tilfael-
dige personer der har fgdselsdag? I julenummeret af FAM@S 1999 blev der udledt
to formler til beregning af denne sandsynlighed. Lad ¢(k,n) veere sandsynlighe-
den for at k£ indbyrdes stokastisk uathangige og ligefordelte fordelte fgdselsdage
dakker et ar med n dage. Den fgrste formel, som fglger af inklusions-eksklusions
princippet,

=3 () (52

7j=1
er numerisk ustabil og i praksis ubrugelig. Via den anden formel, som er givet

rekursivt ved ¢(k,1) =1, ¢(1,n) = 1(,,—1) og

q(k+1,n) =q(k,n) + (nTl) q(k,n—1), (1)

kan grafen for g(k, 365) som funktion af & let tegnes. Denne er S-formet og vokser
relativt hurtigt omkring k = 2287, ¢(2287, 365) ~ 3, fra 0 til 1.

Det kombinatoriske problem beskrevet ovenfor kan analyseres via en effektiv
og yderst elegant indlejringsteknik, som jeg laerte ved et foredrag af Lars Holst,
Kongelige Tekniske Hgjskole i Stockholm, ved den Nordiske Konference i Stati-
stik, Grimstadt 5.-8. juni 2000.

Side 9-szetningen 1. For n stor gelder
k
q(k,n) ~exp (—exp (- ” +logn)),
og for alle e > 0 geelder

q([(l—e)nlogn},n) —0, q([(1+€)nlognj,n) — 1.

n—oo n—oo

Omformulering af problemstillingen

Lad n vaere antallet af dage i aret. Lad der vaere givet en uendelig fglge af personer
indiceret ved j € N. Lad R,; € {1,...,n} vaere den j'te persons fgdselsdag og



lad
k
T, :min{k eN ‘ Vie{l,...,n}: Zl(RnFi) > 1}
j=1

vaere det fgrste “tidspunkt” hvor der hver dag i aret vil veere mindst en person
der har fgdselsdag. Sa gaelder
q(k,n) = Pr(k fodselsdage daeekker et ar med n dage)
= Pr(de forste k fgdselsdage dackker et ar med n dage)
— Pi(T, < k).

Strategien er nu at beskrive fordelingen af 7;,. Dette ggres ved at indlejre de
stokastiske variable R,; og T), i en poissonproces i planen og udnytte formlen

Tn
> Znj =V
j=1

Ingredienserne i denne strategi vil blive beskrevet i afsnittene nedenfor. I det
fglgende vil indbyrdes stokastisk uafhengige blive forkortet ved ¢.s.u.. Videre vil
X = c angive at den stokastiske variable X er konstant lig med ¢ € R, og X ~
U(M) angive at X er ligefordelt pa maengden M. Tilsvarende vil Exp(u) angive
en eksponential fordeling med middelvaerdi p, Pois(u) en poissonfordeling med
middelveerdi p og T'(u, k) en I-fordeling med skalaparameter p og formparameter
K.

Poissonprocesser

Fra Statistik 1B kendes en poissonproces som en familie )?t, t > 0, af stokastiske
variable med Xy = 0 og i.s.u. poissonfordelte tilvackster,

X, — X, ~ Pois(t—s), 0<s<t

I dette afsnit vil vi fgrst undersgge hvilke egenskaber en poissonproces har givet
den eksisterer, hvorefter vi vil konstruere en poissonproces.

Antag altsa at X;, ¢t > 0, er en poissonproces. Idet tilvaeksterne antager vaer-
dier i Ny falg¥y detvakisénde, og idet der geelder

o0 . _ o o k_J
S Pr(X,, E—Xt¢{0,1}):ZZTe’%<oo
k=1 '

=2 k=1

folger det af Borel-Cantelli’s lemma, at

Pr( N G (Xp1 — X, € {0,1})) = 1.

q€Qy k=1
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En poissonproces er dermed stykkevis konstant med spring af stgrrelse 1. Sprin-
gene af poissonprocessen vil vi kalde for poissonhandelser. Lad

Tnzinf{t>0‘)z't=n}, n €N,

vaere tidspunktet for det n’te spring af )N(t, t > 0. Dermed indtraeffer den n’te po-
issonhaendelse netop til tidspunktet 7,,. Lad X 4 veere antallet af poissonhaendelser
iA,

Xa = Z 1(Tn€A)7 A€ BO(R-F)a
n=1

hvor By(R;) er maengden af Borel-malelige delmeengder af R, med endeligt
lebesgue-mal. Hvis vi antager at #+ X, er kontinuert fra hgjre, sa er (X;);>o,
(X4)aeBo(ry) 08 (Tn)nen bestemt udfra hinanden ved

X, = X(0,15 ()N(t = n) = (1, <t < Tpp1).
Det kan vises at
Tn — Th—1,n €N, er i.s.u. med 7, — 7,—1 ~ Exp(1), (2)
specielt 7, ~ ['(1,n), og for disjunkte mangder A;,..., Ay € By(R,) er
X4, 1€ {1,... Kk}, is.u. med Xa, ~ Pois(A(A;)), (3)

hvor A(A) er lebesgue-malet af A. Videre er fordelingen af poissonhandelserne i A
givet X4 = n identisk med fordelingen af {Uy,...,U,}, hvor U;, i € {1,... ,n},
er i.s.u. med U; ~ U(A).

Poissonprocessen kan nu konstrueres ved enten at valge springtidspunkterne
udfra (2), eller ved at stykke den sammen udfra (3) og den efterfgplgende beskri-
velse af den betingede fordeling af poissonhandelserne. Idet der ikke findes en god
ordningsrelation pa R? er det kun den anden fremgangsméade der lader sig gene-
ralisere til planen. Fremover vil vi kalde familien X4, A € By(R, ), af stokastiske
variable for poissonprocessen i tiden.

Poissonprocessen i planen

Lad Aj; = (i —1,i] x (j — 1,4], og lad X4, 4,5 € Z, veere i.s.u. med Xu,;, ~
Pois(1). Givet X, = n lad poissonhezendelserne 7, & = 1,...,n, vaere is.u.
med 7;5, ~ U(A;;). Lad X4 veere antallet af poissonheendelser i A,

XA'U
Xa= Z Z 1(Tz'jkEA)a A€ B()(RZ).

i,j€Z k=1
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Familien X4, A € By(R?), af stokastiske variable vil vi kalde for poissonpro-
cessen i planen. Det kan vises, at for disjunkte maengder Ay,..., A; € By(R?)
er

Xa,,0€{1,...,k}, i.s.u. med X4, ~ Pois(A(4;)).
Bemark at for fast B € By(R) er familien
Xpxa ~ Pois(A(B)A(A)), A€ By(Ry),

er en poissonproces i tiden med intensitet A(B), hvorfor vi specielt far fordelings-
egenskaberne for denne til vores radighed.

Indlejring i en poissonproces

Ved en indlejring af de stokastiske variable R,; og 7T, i en poissonproces Xy,
A € By(R?), vil vi forsta situationen hvor R,; og T,, er givet som funktioner af
Xa.

Med navneandringerne dato ~ urne og fadselsdag ~» kugle skiftes til et klas-
sisk sprogbrug. Desuden vil vi generalisere vores model ved at lade alle parametre
i vores problemstilling veere stokastiske.

Den generelle model

Lad der pa et passende bagvedliggende sandsynlighedsfelt (2, F, P) veere defineret
stokastiske variable N € N, M; € N, O; € R, og X4 € Ny for j € N, A € By(R?),
séledes at X4, A € By(R?), er en poissonproces i planen stokastisk uafhaengig af
de andre stokastiske variable, som vi vil give fglgende fortolkning:

N = antal urner,
M; = antal kugler som j’te urne skal indeholde for at veere fuld,

O; = intensiteten hvormed der falder kugler i den j’te urne.

Udfra disse grundliggende stokastiske variable defineres Y; € R, Z,; € Ry,
U, eR; ogV, €eR; forn,j € N ved

Yi=inf{t >0 X1 6,57 ogxon = Mit
Znj=inf{t > 0| Xoxr  0ox0q =7} —inf {t >0 [ Xosr, 0x0q =71},
Up = min{Yy, ..., Y.},

Vo = max{Y7,...,Y,},
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og R,j€{l,...,n}, S, e Nog T, € Nforn,jeN ved
(Bnj =1) = (X510, 50, 00x{S_, 2z} = 1)

k
Sh =min{k €N ‘ de{l,...,n}: Zl(an:i) = Mz}
j=1

k
T, = min{k eN ‘ Vie{l...,n}: > L, > M}
=1

Pa figuren nedenfor er der tegnet en realisation af poissonprocessen, hvor o’erne
er poissonhandelserne, og de afledte stokastiske variable.

M1 - 6 M2 - 10 M3 - 1
o o
‘/3 = }/2 = ?3 Zgj 94 R3,23 = 2,T3 =23
o
o
o
= o | Rzi7=3
Z3,17
Y1 Yo R316 =1
o
o
o
o o ©
o
o
o
o]
U3:}/3:Z;LZ3]' = © R3,4:3,53:4
° ¢}
- 9 -
01 0> 03

Den fgrste gruppe af afledte stokastiske variable er knyttet til processer i
kontinuert tid og har fglgende fortolkning

Y; = ventetiden indtil den i'te urne er fuld,
Zp; = ventetiden mellem poissonhandelserne i de n fgrste urner,
U,, = ventetiden indtil en af de n fgrste urner er fuld,

V,, = ventetiden indtil alle de n fgrste urner er fulde.
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Den anden gruppe af afledte stokastiske variable er knyttet til processer i diskret
tid, malt ved antallet af poissonhaendelser i de n fgrste urner, og har fglgende
fortolkning

R,; = den af de n fgrste urner som den j’'te kugle falder i,
S, = ventetiden indtil en af de n fgrste urner er fuld,

T,, = ventetiden indtil alle de n fgrste urner er fulde.

Udfra fortolkningen af de afledte stokastiske variable, eller ved at se pa figuren
ovenfor, kan det nu konstateres at der galder

SN TN
ZZNj - UN, ZZNj - VN. (4)
7j=1 7j=1

Af fordelingsegenskaberne for poissonprocessen i planen fglger det direkte, at
givet N, M; og O;, j € N, er (Sy,Ty) 0g (Zn;)jen i-5.1.,

1
Yj,j €N, erisu. med Y; ~T (0—, MJ) ,
J

1
Znj,j €N, er isu. med Zy; ~ Exp (T) ,
Zk:l Ok

Ryj,j €N, erisu. med P(Ry; =1) = ,1€e{l,...,N}

Z;CVZI Ok
Den generelle model indeholder foruden vores fgdselsdagsproblem ogsa mange

andre tilsvarende problemer, f.eks. det klassiske fgdselsdagsproblem; Hvad er det
gennemsnitlige antal personer skal der til for at to har fgdselsdag pa samme dag?

Den ssedvanlige model

Fgdselsdagsproblemet med et ar med n dage og med i.s.u. og ligefordelte fgdsels-
dage er givet ved N =n, M; =1 0g O; = % I denne situation gaelder

Y; ~I'(n,1) = Exp(n), Zni ~ Exp(1),

og dermed

P(V, <y) =P(max{V,... .V} <y) =[PV <y)=(1-en)"
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Ligning (4) og regnereglerne for betingede middelvaerdier og betingede vari-
anser giver

B(Y Zu1)) =

Tn
Var(V,,) = E(Var(Zan‘T + Var ZZM‘T ) + Var(T,),
j=1
og dermed
E(T,) = E(V,), Var(T,) = Var(V,,) — E(V,,).
Via substitutionen u = e = og raekkeudviklingen logu = — P % fas

oo 1
E(V,) = /0 ye m(1l—e n)" Tty = n2/0 (—logu)(1 —u)" ' du
o 1 (1 - )n—i—] 1

:mz/

j=1"0

n

n
=D
=1 7
3

(n+
i n
c~ jk(n+j+k)

"= e
»

1
E(vj):n?*/ (log w)2(1 — u)" ' du =
0

oo n+j n3 n oo [e'9) 00
_;kzly(nﬂ)k _;;J(nﬂ +k§+1]zk:n-7 (n+j)k
n A 2 00 k—1 n2
:( —.> + -,
=17 k;—lj_kz—njk

+

og da )37 1/j =logn + v+ o(1), hvor v = —I"(1) = 0.5772156. .. er Eulers

konstant,

E(T,) = Z? = n(logn + 7 + o(1)),

oo n+k—1 2 n n n n(n . 1)
ST
k=1 j=k J(n =+ k=1 k=1

S
N
o

< n*(logn + 1),

hvormed anden halvdel af side 9-saetningen fglger via Chebychevs ulighed. Ifglge
store tals staerke lov gaelder

1 &
= Tn(T— > Zu) ® T B(Zy) = T,
n o
q(k,n) =P(T, < k)= P(V, <k)=(1- e—ﬁ)" ~exp (— ne_%),
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Tn

men variansen af V,, — T, = Y ." (Z,; — 1), som er givet ved

E(Var(zn:(an ~-1)|T)) + Var(E(i:(an —1)|T3,)) = E(Tn),

er for stor til at disse approksimationer er palidelige. For at fa fgrste halvdel af
side 9-szetningen bliver vi saledes ngdt til at bruge det asymptotiske resultat

P(T, —nlogn < nz) —— e ¢, z€R
n—oo
som er vist i litteraturen. For n stor kan ¢(k,n) dermed approksimeres ved
k
q(k,n) =P(T,, —nlogn < k —nlogn) ~ exp ( — exp ( - —+ logn)),
n
og specielt fas

1
q(k,365) ~ 5 = k =~ 365(log 365 — loglog 2) ~ 2287.24,

hvilket passer perfekt med den numeriske beregning baseret pa formel (1).

En realistisk model

Det er en kendsgerning at fgdselsdage ikke er i.s.u. og ligefordelte pa arets dage.
I tabellen nedenfor er der angivet nogle af arsagerne til afvigelserne fra de saed-
vanlige antagelser.

‘ Arsager til afvigelser fra ‘

‘ Stokastisk uafhaengighed | Ligefordelingen ‘

1: Tvilling (trilling ... ) fodsler 1: Arstidsvariationer
2: Vekselvirkninger mellem fgdsler | 2: Ugedagsvariationer
3: Kollektive haendelser

De foreslaede arsager er ordnet efter hvor betydningsfulde jeg formoder de er.
Under stor risiko for at afslgre min manglende viden om faktorer der saetter fgdsler
i gang vil jeg uddybe de to sidste arsager i kolonnen Stokastisk uafhengighed.
Givet stor travlhed pa en fgdegang kunne det teenkes at man venter med at
sette fgdsler i gang, og evt. udskyder dem til naeste dag. Dette ville veere en
vekselvirkning mellem fgdsler, der medfgrer negativ korrelation. Det kan vaere at
meteorologiske faenomener, f.eks. hgjt lufttryk, kan seette en fgdsel i gang. Dermed
ville en kollektiv begivenhed (hgjt lufttryk) medfgre positiv korrelation mellem
fgdsler. Vi vil ngjes med at korrigere for fler-fgdsler og arstidsvariationer, som
jeg tror forklarer de vaesentligste afvigelser fra de ssedvanlige antagelser. Antallet
af i.s.u. ligefordelte fgdselsdage der skal bruges for at dackke alle arets dage viser
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Antal fodte | 1981 1982 1983 1984 1985 [alt
Januar 4200 4368 3863 3974 4060 | 20465
Februar 4087 4067 3864 3871 3952 | 19841
Marts 4595 4732 4597 4653 4662 | 23239
April 4765 4640 4577 4570 4929 | 23481
Mayj 4745 4876 4363 4623 4834 | 23441
Juni 4725 4600 4521 4490 4604 | 22940
Juli 4790 4606 4474 4545 4826 | 23241
August 4545 4405 4493 4546 4754 | 22743
September 4616 4334 4342 4340 4631 | 22263
Oktober 4155 4239 4188 4247 4422 | 21251
November 3870 3878 3816 4027 4037 | 19628
December 3996 3913 3724 3776 4038 | 19447
Talt 53089 52658 50822 51662 53749 | 261980
Tvillinger 1038 1064 1036 1134 1174 5446
Trillinger 21 18 21 21 21 102

Kilde: Befolkningens beveegelser, 1981-1985, Danmarks Statistik.
Antal fgdte for februar 1984 er korrigeret for skudar.

o

E(Zss,5) = E(Exp(1/ Z md|Oma)) =1,

1 Antal fgdte (md,ialt)

dec

dec

md=jan

md = 1] Antal fadte (ialt,ialt)’

P(V%B < y) = H (1 — e*Omdy)Imd|,

md=jan

md=jan, ...

med stor tydelighed, at der skal bruges rigtigt mange observationer for at fa
et estimat af fgdselsdagenes fordelingen pa datoer, hvor enkelte sandsynligheder
ikke underestimeres. Og da sméa sandsynligheder vil haeve det forventede antal
fgdselsdage der skal bruges for at dakke aret betydeligt er det dermed bade
rimeligt og praktisk at antage, at fgdselsdagsfordelingen er konstant indenfor
maneder. Specielt vil vi se bort fra saerlige dage sasom juleaftensdag, nytarsdag
og d. 29. februar. Det skal overvejes hvordan afvigelsen fra ligefordelingen skal
beskrives i den generelle model. Det mest poetiske ville vaere at lade intensiteterne
O; veere stokastiske og identisk fordelt i forhold til den empiriske fordeling af
fgdselsdage. Efter nogen overvejelse indses det dog, at det korrekte er at veelge
intensiterne deterministisk efter den empiriske fordeling. Vi far dermed

,dec,

E(Vaes5) = / P(Vags > y) dy < > P(Vags > y) < E(Vags) + 1.
0

y=0
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Ved at summere baglans fra oo (approksimeret ved 9999) til 0 fas, at det forven-
tede antal fgdsler der skal til at dakke aret er givet ved

E(Vse5)
E(Zs65,5)
Endelig korrigeres for at tvilling hhv. trilling fgdsler giver anledning til to hhv.
tre fgdselsdage. Dermed er det forventede antal fgdselsdage givet ved

261980
261980 — £5446 — 2102

hvilket skal sammenholdes med 236:51 3%.5 = 2364.646, som fas under de saedvan-
lige antagelser.

E(Ts65) € (2429.06, 2430.06),

Afsluttende bemserkninger

I den naive sandsynlighedsregning er en stokastisk variabel X beskrevet ved et
udfaldsrum E og en sandsynlighedsfordeling P pa E. Man skriver

X ~ (E, P),

og kalder parret (F, P) for et sandsynlighedsfelt. I den méalteoretiske formulering
af sandsynlighedsregningen er en stokastisk variable X med udfaldsrum (E, A),
hvor A er en o-algebra pa F, og fordeling P en malelig funktion pa et bagved-
liggende sandsynlighedsfelt med veaerdier i £ og med billedmal P,

X:(Q,F,P) — (B, AP), P=X(P). (5)

Givet et sandsynlighedsmal P pa (E,.A) sa finder der altid et bagvedliggende
sandsynlighedsfelt (€2, F,P) og en malelig afbildning X s& (5) er opfyldt. Man
kan f.eks. bruge (2, F,P) = (E, A, P) og X = idg. Jeg vil slutte med at fremhaeve
to gode grunde til at arbejde med bagvedliggende sandsynlighedsfelter.

Matematisk set er det praktisk at lave sandsynlighedsregning uden sandsyn-
ligheder; Altsa at glemme sandsynlighedsmalene og arbejde med stokastiske va-
riable som funktioner. Denne artikels helt essentielle formler (4) er fremragende
eksempler pa dette. Ved at indlejre problemstillingen i en poissonproces blive
svarene pa vores spgrgsmal indlysende og af en naermest fysisk karakter. Nar vi
sa kender svarene kan vi derefter inddrage de besvarlige sandsynlighedsmal. Og
idet fordelingen af en poissonproces indeholder megen stokastisk uathaengighed
bliver disse sandsynligheder endda lette at regne med.

Statistisk set er det bagvedliggende sandsynlighedsfelt ngdvendigt for man
kan tale om observationer. En observation af en stokastisk variabel er nemlig et
konkret element i udfaldsrummet som i en eller anden forstand alligevel har en
fordeling. En sadan realisation X (w) af en stokastisk variabel X fas let ved at
indsatte et w, og sa overlade det til naturen at trackke dette w € € udfra det
bagvedliggende sandsynlighedsmal P.
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Opgavelgsninger

Her fglger fgrst Toke Lindegaard Knudsens egen lgsning pa den opgave som han
stillede i forrige nummer af FAM@S pa side 31.

Lad os forst forsgge at udfylde et kvadrat med 21 mindre kvadrater. Antag
at vi har m kvadratiske mursten med sideleengde o og n kvadratiske mursten
med sideleengde (3, hvor m + n = 21. Da disse 21 mursten tilsammen udfylder et
kvadrat med sidelengde 1 ma der galde, at

mo? +np? = 1.

Det er dog vigtigt at indse, at en lgsning til denne ligning ikke ngdvendigvis lgser

11

vores problem. For eksempel vil 9 mursten med sidelzengde 35 og 12 mursten

med sidelaengde 12—3 tkke udfylde et kvadrat med sidelaengde 1, selvom der gaelder
9 x (%)2 +12 x (%)2 = 1 (beviset overlades til laseren).

Opgaven kan dog lgses simpelt pa anden vis. Den fgrste idé som jeg kom pa,
da jeg forsggte at lgse opgaven var (med samme notation som ovenfor) at antage,
at et af heltallene m eller n er et kvadrattal, for eksempel m = k?. Da m+n = 21
er der netop fire tilfaelde, hvor m er et kvadrattal, nemlig m = 1,4,9,16. Vi kan
nu placere de m = k? mursten med sideleengde « inden i det oprindelige kvadret
med sideleengde 1 som et kvadrat med sideleengde ka. Tilbage har vi n mursten
med sidelzengde 3. Disse kan man forsgge at arrangere som en gnomon' omkring
kvadratet med sideleengden kq«, sdledes at det store kvadrat bliver udfyldt. Disse
overvejelser leder let til fglgende Igsninger pa vores problem:

(1,20,2,1)

§7
(4,17,%, %)
(m,n,a, B) = 9 )
(97 127 ?7 )

(167 57 6 %)

W [ RO [ O |

Bemeerk, at disse alle er lgsninger—de resulterende 21 kvadrater kan udfylde et
kvadrat med sidelsengde 1.

Den metode som jeg tror, at de oldindiske matematikere har benyttet er fgl-
gende: Ved at dele hver af siderne i et kvadrat i ¢ lige store dele kan vi inddele
kvadratet i 42 mindre kvadrater. Dette princip kan udnyttes til at lgse vores pro-
blem. Lad os starte med et kvadrat med sideleengde 1. Fgrst deles kvadratet op
i fire lige store kvadrater. Tre af disse deles igen op i fire lige store kvadrater,
mens det sidste deles op i ni lige store kvadrater. Dette er illustreret pa figur 1.
Hermed har vi faet opdelt det oprindelige kvadrat i 21 mindre kvadrater.

!Gnomonerne er de L-formede figurer som kvadraterne danner til hgjre i figur 1 og 2.
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Figur 1: Udfyldning af et kvadrat med 9 kvadrater med sideleengde é 0g
12 kvadrater med sideleengde §

Figur 2: Udfyldning af et kvadrat med 5 kvadrater med sideleengde % og
16 kvadrater med sidelaengde %

Alternativt kan vi opdele det oprindelige kvadrat i ni lige store kvadrater.
Fire af disse kvadrater inddeles dernzest i fire lige store kvadrater. Dette er vist
pa figur 2. Dette giver en anden opdeling af det oprindelige kvadrat i 21 mindre
kvadrater.

De to lgsninger som vi har fundet ved hjalp af denne gentagne opdeling i
mindre kvadrater er

12,6,5) .
6,5.4,1) - ®
som var blandt de fire lgsninger som vi fandt ovenfor. Disse to lgsninger er netop
de lgsninger pa problemet, som angives i den oldindiske tekst Baudhayana-$ulba-
sutra (ca. 800 f.kr.).

Bemeerker vi, at begge disse lgsninger anvender kvadrater med sideleengde %
er det nu klart, at vi kan opbygge det gnskede alter i fem lag ved brug af tre slags
kvadratiske mursten (med sideleengder henholdsvis 3, ; og ). Vi kan nemlig let
omarrangere slutresultaterne i figur 1 og figur 2 saledes, at de kan placeres ovenpa
hinanden uden at kanterne pa murstenene falder sammen (undtagen pa randen).
Denne opgave overlades til laeseren. Dette er faktisk den lgsning pa opgaven der

anvender faerrest typer kvadratiske mursten, da opgaven ikke kan lgses hvis man
kun har to typer kvadratiske mursten til radighed. Hermed har vi fundet en
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lgsning pa vores egentlige opgave: Med sa fa stgrrelser af kvadratiske mursten
som muligt gnskes et kvadratisk alter opbygget i fem lag (af disse er forste, tredje
og femte lag samt andet og fjerde lag identiske) siledes, at kanterne pa murstene
i to pa hinanden fglgende lag ikke falder sammen. Vi benytter et omarrangement
af slutresultatet i figur 1 som fgrste, tredje og femte lag, og et omarrangement af
slutresultatet i figur 2 som andet og fjerde lag.

Henning Makholm har sendt os fire lgsninger pa problemet (se figur 3), i sit
brev skriver Henning;:

Jeg formoder (og pusler pa et bevis) at disse fire lgsninger er de eneste
lgsninger med hgjst to slags sten i hvert lag, udover lgsninger der kan
afledes fra dem ved at flytte rundt pa stenene internt i et eller begge
lag.

Af sddanne afledte lgsninger findes der (modulo rotationer og spejlin-
ger) én for lgsning A, nul for lgsningerne B og C, og mange for lgsning
D.

Lgsning A anvender kun tre kantlaengder ialt, og ma derfor formodes
at veere optimal ifglge Tokes "jo feerre jo bedre-kriterium.

Variant: hvad sker der hvis vi stiller os det modsatte mal, altsa at
bruge si mange forskellige sideleengder som muligt (og altsa stadig
bruge netop 2 x 21 kvadratiske sten)? Jeg har en lgsning med 12
forskellige sidelaengder, men jeg er ikke sikker pa at der ikke er en
med 13 eller flere. I modsatning til den minimale lgsning er det her
ganske uoverkommeligt blot at inspicere alle alternative lgsninger en
ad gangne for at udelukke at der findes en bedre — der skal matematik
til!

Yderligere en variant: Hvorfor netop 21 sten i hvert lag? Hvis vi ge-
neraliserer til at der skal veere n sten i hvert lag, kan vi undersgge
hvordan det maksimale antal kantleengder M (n) varierer. Fx er min
formodning ovenfor at M (21) = 12. For n hvor opgaven er ulgselig, fx
n = 3 eller n = 4, kan vi saette M (n) = 0. Vis at M (n) asymptotisk
er lineaer (altsa at der findes N, «, §s& an < M(n) < pn for n > N).

I sidste nummer stillede Henning Makholm et par opgaver, Asger Grunnet
har kigget pa dem, og indsendt fglgende ...

Definition. For en kontinuert funktion f pa [0;1] defineres meengden V (f)
af vandrette afstande for f ved :

V() ={a€l6;1]3z € [0;1 - a : f(z) = flz+a)}.
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Figur 3: Hennings fire lgsninger

Lemma. Lad f vaere en kontinuert funktion pa [0;1]. Lad aq, by, ag,be € [0;1]
opfylde at a1 < by < ay < by. Szt m = max{f(z)|x € [a1;bs]}. Antag at
f(lasbr]) = f(lag; bo]) = [0;m], og veelg 21 € [a1; b1] 0g 22 € [ag; bo] s& f(21) =
f(z2) = 0. Saer |0; 20 — z1] C V(f).

Bevis. Lad a €]0; 25 — 21|. Maengden M C R? defineres ved :

M ={(z,y)|z € [a1;b2] og y < f(x)}.
Betragt kurven v : [a; + a; by] — R? givet ved v(z) = (z, f(z — @)).

Vi gnsker at vise at der findes punkter z; og o, s y(z1) € M og vy(z2) € M.
I s fald kan vi, idet + er kontinuert, finde et punkt z, sd y(x) ligger pa randen
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af M, det vil sige sd y(z) = (z, f(x)), men sd ma f(z) = f(z — «), hvilket viser
at a € V(f).
Veaelg my € [a1;b1] og may € [ag; bs], sd f(my) = f(mse) = m.

(1a) For my +a < b er f(my) =m > f(my + «). Hvis f(my) = f(m1 + a) er
vi feerdige. Ellers er f(mq) > f(m1 + «) og dermed er y(mq + «) ¢ M.

(1b) For my + « > by er by > my > by — v, s& f er ikke-negativ pa intervallet
[a1; b2 — ], specielt er f(z2) =0 < f(22 — ). (Bemeerk at vi her udnytter
valget af « til at slutte at 25 — @ > 21 > a;.) Igen har vi enten at f(2;) =
f(zo — ) eller at y(zq) ¢ M.

(2a) For a; + alpha < msy er f(mo) =m > f(mo — «). Vi har derfor at y(ms) €
M.

(2b) For a; + a > ms er f ikke-negativ pa [a; + «; bo], specielt er f(z; + «) >
0 = f(z1), og vi har at v(z; + a) € M.

Dette viser at de to gnskede punkter findes og dermed er lemmaet bevist.

Saetning. Lad p vaere et polynomium af grad hgjst 2n med p(0) = p(1). Sa er
10; 21 € V(p).

Bevis. Fgrst deler vi intervallet [0;1] op i delintervaller med endepunkter 0 =
Tog < x1 < --- <z, = 1, sa p er skiftevis positiv og negativ pa delintervallerne.
(Her regnes tallet 0 for bade positivt og negativt.) Idet en lodret forskydning
af p ikke sendrer pa de vandrette afstande, kan det antages at p(0) = p(1) =
0. Desuden kan det antages at p er positiv pa intervallet [zo;z1], idet vi ellers
erstatter p med —p. Da p hgjst har 2n nulpunkter i [0; 1], slutter vi at m < 2n—1.

Veaelg nu i; < m, s& p’s maksimumsvzerdi pa [0; 1] antages i intervallet [z;,; z;, 11]-
Veaelg derefter is < i1, sd p’s maksimumsveerdi pa [0;z;,] antages i intervallet
[%i,; Ti,41]. Forsaet siledes indtil i, = 0. Bemaerk at 41 — i > 2 for 1 < k < r,
idet p kun er positiv pa hvert andet delinterval.

Vi bruger nu lemmaet med (a1, b1, a2) = (4, , Ti,+1, Ti,_, ) 08 be valgt passende
ilzi, ;% ,+1], og far at [0;2;, , —z;, ] CV(p) for 1 <k <r.

Pa tilsvarende made vaelges j; =41 + 1 < jo < -+ < J5, S8 Jg — Jk_1 => 2 08
10;z;, —zj,_,] CV(p) for 1 < k < s. Hvis m er lige, er p negativ pa intervallet
[Tm_1,Zm]| 0g vi har at j;, = m — 1. Ellers er j; = m.

Antag at p antager sin maksimumsveerdi i punktet m € [z;; % 41]- Med
(a1,b1,a2,b2) = (x5, m,m,x; 1) giver lemmaet at |0;x;, 11 — 23] C V(p). 1
tilfeldet hvor m er lige, bruges samme metode pa intervallet [z, 1;z,,] (idet
man bruger lemmaet pad —p for at ggre funktionen positiv) og vi far ligeledes at
10; %, — Zr—1] € V(p).

Betragt nu delintervallerne givet ved endepunkterne

0=ux; <<y <y < --- < Ty,

T
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(samt intervallet [x,,_1; | hvis m er lige). Da ix_1 — ix, > 2 0g jx — je_1 > 2
er der ialt hgjst ™| < n delintervaller. Tilsammen har de laengde 1, si et af
delintervallerne mé have leengde mindst 1. Dermed ma ]0; 1] C V(p) som gnsket.

Bemaerkning. Seetningen giver en partiel lgsning pa Henning Makholms anden
opgave fra sidste nummer af FAM@S. Min egen personlige hypotese er at man
ikke kan ggre det bedre, altsa at rummet af polynomier af grad hgjst 2n — 1 eller
hgjst 2n praecis vil have de vandrette afstande

1 1 1
= |0;=|ud— ..., 21},
veleo e

Det er dog ikke lykkedes mig at vise dette.
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Sommerskole 1 ikke-relativistisk QED

Jakob Stubgaard

Indledning

Denne artikel beskriver indholdet af en sommerskole jeg deltog i pA Sandbjerg slot
neer Sgnderborg i dagene 2-9 august. Sommerskolen var arrangeret af MaPhySto
(Centre for Mathematical Physics and Stochastics), som er en dansk forening,
der er dannet for at styrke forskningen inden for centrets omrader. Vi var i alt 3
studerende fra matematisk afdeling, og vi var alle tre sa heldige at fa dackket alle
vores udgifter af Julie Damms studiefond.

Sommerskolens emneomrade var mateatisk fysik. Emnet er i hgj grad anvendel-
sesorienteret, noget der til tider er ret underprioriteret i matematik. Men dermed
ikke sagt at matematikken der anvendes er triviel, snarere tveertimod. Man skal
have haft en del fysikkurser og man benytter ogsa mange forskellige discipliner
fra matematikken.

Det mere praecise indhold af sommerskolen var at studere ikke-relativistisk kvan-
teelektrodynamik, forkortet I.R. QED. QED er en fysisk teori for den elektromag-
netiske vekselvirkning mellem elementarpartikler. Teorien er en kvantemekanisk
generalisering af den klassiske elektromagnetiske teori. Man tager altsa specielt
hgjde for, at lys forekommer i kvanter (masselgse fotoner) med en energi, der er
proportional med lysets frekvens. Styrken hvormed elektron og elektromagnetisk
felt pavirker hinanden kaldes koblingskonstanten. Beregninger i QED udfares efter
en raekkeudvikling i potenser af denne koblingskonstant, betegnet 7, og for hver
gang man medtager en hgjere potens af koblingskonstanten stiger beregninger-
nes omfang ganske betragteligt. Teorien har haft mange succeser, for eksempel
kan naevnes en forudsigelse af elektronens magnetiske moment, et resultat der
er blevet eftervist eksperimentelt med stor praecision. Derudover kan teorien for-
klare sma afvigelser mellem malte atomspektre og de resultater der forudsiges
i simplere modeller, ligesom comptoneffekten kan forklares i QED. Nedenfor vil
jeg prove at skitsere den allermest basale teori og dernaest formulere nogle af
de problemer, der arbejdes pa i I.LR. QED. Endelig har jeg medtaget et eksem-
pel for at illustrere, at man let kan komme ud i et betydeligt beregningsarbejde
nar man arbejder med I.LR QED. Eksemplet er ret langt og teknisk og kan evt.
overspringes.
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Definitioner

En af de vigtige matematiske forudsaetninger for at studere denne gren af ma-
tematisk fysik er mal- og integralteori. Specielt er det vigtigt at kende Hilbert
rummet L2 I det fglgende skelnes ikke mellem en funktion og dens sekvivalens-
klasse. En anden vigtig ingrediens er ubegraensede operatorer pa Hilbert rum
samt deres spektralteori (indholdet af Mat4AN hvert andet ar). En ubegraenset
operator er en linezer afbildning defineret pa en teet delmaengde af det betragtede
Hilbert rum, som antager sine veerdier i Hilbert rummet. Ubegraensede operato-
rer er mere besvaerlige at handtere end seedvanlige begransede operatorer, men i
denne artikel vil jeg ikke ga i detaljer med dette. Specielt vil jeg ikke ga i detaljer
med begreber som domaner, selvadjungerethed, spektrum mv.

Frie elektroner

Fgrst betragtes en fri urelativistisk elektron. I kvantefysikken er elektronens til-
stand beskrevet ved en normeret bglgefunktion, ¢ € L?(R?), hvor bglgefunktio-
nens kvadrat, |t(z)[°, angiver sandsynlighedstzetheden for at finde elektronen i
positionen z € R3.

Da elektronen er fri, dvs. ikke er pavirket af nogen ydre kreefter, bestar dens
energi udelukkende af den kinetiske energi. Klassisk er den kinetiske energi for
elektronen givet som K = %va, hvor m er elektronmassen og v er dens hastig-

hed. Indfgres impulsen, p = mwv, fas udtrykket K = %.

I kvantemekanikken gaelder, at der til enhver fysisk observabel er knyttet en
selvadjungeret operator, hvis egenvaerdier er de tilladte veerdier for den obser-
vable fysiske stgrrelse. Det bemaerkes specielt at man ikke kan have en vilkarlig
energi i de fysiske systemer. Energien skal vaere en egenveerdi til energioperato-
ren, som ofte kaldes Hamiltonoperatoren og betegnes H. Det viser sig at disse
egenvaerdier altid er reelle (da operatorerne er selvadjungerede), hvilket fra en
fysikers synspunkt er helt rimeligt, da man ikke kan have at en partikel f.eks.
har en kompleks kinetisk energi. Det ubehagelige er, og denne pointe hgrer man
aldrig om i fysikkurser, at de tilhgrende operatorer naesten altid er ubegransede.
For impulsen er den tilhgrende operator p = %V, defineret pa Hilbert rummet
L?(R3). T eksemplet med den kinetiske energi for elektronen er den tilhgrende

operator altsa givet som K = —%A. Her er m igen elektronmassen, A er Plancks

konstant og A er Laplaceoperatoren, dvs. A = 66—:2 + 59—;2 + %. Hamiltonopera-
1 2 3

toren bliver i denne situation H = K = —%.

Af bekvemmelighedsgrunde sattes alle konstanterne foran Laplaceoperatoren ofte
lig med 1, sa det vil jeg ogsa gore her. Det bemarkes igvrigt at operatoren K
(og H) ikke er defineret pa hele Hilbert rummet L?(R?), men kun pa en teaet del-
maengde, f.eks. pd maengden C$°(R?) af uendeligt ofte differentiable funktioner
med kompakt stgtte. Operatoren er ubegraenset, og er faktisk ogsa selvadjungeret
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nar den bliver defineret pi en passende mangde, indeholdende C$°(R?), nemlig
pa H?, Sobolev rummet af orden 2 (se [5] s.69).

Den proces hvori man til de fysiske stgrrelser knytter operatorer pa et Hilbert
rum kaldes kvantisering af den fysiske model. Det kan naevnes, at der som op-
takt til sommerskolen ved Sandbjerg blev arrangeret et kursus ved Matematisk
Institut, hvor man kunne lare forskellige kvantiseringsmetoder. Opgaven bestar
da i at veelge den kvantisering, som giver de resultater, der stemmer overens med
fysiske eksperimenter.

Hvis elektronen placeres i et ydre kraftfelt med potentialet V(x), dvs. kraf-
ten er givet som F' = —VV, s er elektronens totale energi klassisk givet som
E=K+V(z)= % + V(z). Kvantemekanisk er de tilladte energier for elektro-
nen, som for, givet ved egenveerdierne til Hamiltonoperatoren H = —A + V(x).
Her virker V(z) pa bglgefunktionen som en multiplikation med V' (z). I eksemplet
vil vi betragte det tilfaelde, hvor V' (x) er det harmoniske potential i en dimension.

Vi betragter nu N elektroner som alle befinder sig i potentialet V' (x). Det kunne
f.eks. veere N elektroner omkring en atomkerne. Det relevante Hilbert rum til
at beskrive et sadant elektronsystem er da det antisymmetriske tensorprodukt
Ha =4 @, L*(R® x Zy). Hvad jeg mener med dette forklares nedenfor.
Generelt kan tensorproduktet af to Hilbertrum beskrives pa fglgende méade:

Lad H; og Ha veere Hilbert rum. Tensorproduktet H; X) Ho er da givet som
(den abstrakte afslutning af) maengden af endelige linearkombinationer af par pa
formen 1y ® 19, hvor ¥; € H;, © = 1,2. Her er ¢; ® 1), en betegnelse for den
konjugerede bilinearform som virker pa H; x Hy ved at
(11 @ o) (1, P2) = (W1, P1){1)e, P2). De skarpe paranteser angiver de indre pro-
dukter pa H; hhv. H,.

Man laver et indre produkt produkt pa tensorproduktet ved at kraeve at
(V1 @ o, P1 @ o) = (11, $1)(12, o) 0g denne definition udvides da til alle en-
delige linearkombinationer ved at kraeve sesquilinearitet. Det er under den norm
som dette indre produkt inducerer, at man laver en abstrakt afslutning.

Med denne definition geelder altsa, at et typisk element i 4 er en linearkom-
bination af ” N—tupler” ¢; ® ... ® ¢n, med ¢; € L*(R® X Z,) for allei =1,... ,n,
og hvor det indre produkt mellem to tilstande, 1 ® ... @ ¢y 0g Y1 R ... QYN er
givet som (1 ®@ ... @ oy, Y1 ® ... @ dn) = (d1,%1) ... (PN, Un).

Det bemaerkes desuden at den cykliske gruppe af orden 2 optraeder i definitionen
af H 4. Dette skyldes, at elektronen ogsa har en indre frihedsgrad, spinnet, som
enten kan vaere op (1) eller ned (-1). Elektronens spin har en (minimal) indfly-
delse pa dens energi. I en detaljeret model bliver man ngdt til at tage hgjde for
dette, men det vil jeg se bort fra nedenfor.

Grunden til at vi kalder H 4 for det antisymmetriske tensorprodukt skyldes fgl-
gende ekstra krav:

Lad o tilhgre permutationsgruppen af N elementer, Sy, og lad €(o) vere for-
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tegnet af . Vi definerer da en linezer operator pa @2_, L*(R? x Z,), som ogsa
betegnes o, ved at kraeve at
0(p1®...Q ¢n) = do(1) ® ... ® dg(n). Denne operator udvides ved linearitet til
hele tensorproduktet. Dernaest sattes Ay = 37 Y ,cq, €(0)0, 0g det der kraeves
er at alle elementerne i det antisymmetriske tensorprodukt skal vaere invariante
ved AN.
Rummet H 4 kan pa naturlig made identificeres med (dvs. er uniteert akvivalent
med) det underrum af L?((R3® x Zj)"), der bestar af de funktioner der er anti-
symmetriske (dvs. skifter fortegn) under ombytning af to szt sted—spin variable
som f.eks. ombytning af (z, 29,3, m1) og (z7, Ts, L9, m3). Denne antisymmetri-
ske egenskab ved bglgefunktionerne, som ogsa kaldes Pauli princippet, skal altid
gaelde for elektroner. Mere generelt kaldes alle partikler der opfylder Pauli prin-
cippet for fermioner. Hvis funktionerne i stedet er symmetriske under ombytning
af to saet af sted—spin—variable kaldes partiklerne for bosoner. At det ikke er rele-
vant at betragte andre funktioner end de symmetriske og antisymmetriske sikrer
Spin—Statistik-teoremet, der siger at alle partikler enten er bosoner eller fermio-
ner.
Hamiltonoperatoren for systemet af N elektroner, pa Hilbert rummet H4 =4
QY| L*(R® x Zy), er givet som

N-—1 led
H=-A+V(2)®1®.. 91+l (-A+V(@)®1...01+1Q®...01Q®
(—A + V(x)).
Her vil fgrste led i H; virke pa et element 1; ® ... ® 1, € Ha ved at
(FA+V(2)®1Q...0 N[t ®@...@Yy) = (—A+V(2))11 12 @ ... Q Uy,
dvs. vi har en virkning pa hver plads.

Det kan naevnes at hvis man generelt har N fysiske systemer (her N elektro-
ner) med hver sit tilhgrende Hilbertrum og gnsker at lave en samlet beskrivelse
af de N systemer, sa ggres dette i tensorproduktet af de N Hilbertrum.

Fotoner

Det naeste man studerer er frie fotoner. En foton er en boson uden masse og elek-
trisk ladning. Fotonen har spin 1, dog har den ingen 0—komponent i bevagelses-
retningen. Fgrst defineres fglgende rum:

Definition 2. For ethvert n € N defineres

FM) = {oh € L2(R3™) | ¢ er symmetrisk under ombytning af to seet af stedvariable}.
Endvidere seettes FO = CQ, hvor Q kaldes vacuumvektoren.

Vi definerer da det symmetriske Fock rum (og nej, det er ikke med u) som den
direkte sum

F= GBZO:O F.
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Et typisk element i F bestar altsa af en folge af funktioner (v, ¥1, 0, ..),
hvor 1, tilhgrer F™.
F er ogsa et Hilbertrum. Haves to elementer ¢ = (g, ¢1,...) og ¢ = (¢o, #1,...) 1
F, hvor kun endeligt mange komponenter er forskellige fra O—funktionen defineres
det indre produkt (1, ¢) som (¥, @) = (Yo, do)c + Dpe1(¥n, On) 2 (w3n). Derefter
laver man en abstrakt fuldsteendigggrelse af rummet m.h.t. dette indre produkt.
En tilstand hvor der er k frie fotoner beskrives i denne model ved en normeret
vektor i F, hvor den k’te komponent er en normeret funktion i L?(R%), som
er symmetrisk under ombytning af to sat af stedvariable, og hvor alle gvrige
komponenter er 0.

Definition 3. For f € L'(R*) N L?*(R") defineres den Fouriertransformerede
funktion, f, ved formlen f(k) = (2r) ™2 [ e ** f(z)dx

Fra Mat2AN ved vi, at nar Fouriertransformationen defineres pa denne made
kan den udvides til en isometrisk isomorfi pa hele L2.

Definition 4. Hamiltonoperatoren for frie fotoner er givet ved Hy, = €@, Hén),
hvor HQ(n) virker pa F™ pa folgende mdde:
HOQ =0 og HS (s, ... ka) = S0 kil bk, - k).

Vi ser, at med denne definition er H, altsa defineret i det "Fouriertransforme-
rede fotonrum”, ogsa kaldet impulsrummet. Hvis jeg derfor (under kraftig misbrug
af notationen) skriver HQ(n)w, for en funktion ¢» € F™ er dette blot en anden
betegnelse for den inverst Fouriertransformerede af funktionen (HZ4).

Elektroner og fotoner

Det naturlige skridt er nu at betragte den situation, hvor der er N elektroner og
et vilkarligt antal fotoner til stede i det betragtede fysiske system. Det relevante
Hilbert rum i denne sammenhang er da tensorproduktet mellem det symme-
triske Fock rum (F) og det antisymmetriske tensorprodukt H 4. Med andre ord
beskrives en tilstand i det fysiske system ved en normeret vektor i Hilbertrummet
H=HsQF.

Det numeriske kvadrat af det indre produkt mellem to tilstande i H angiver sand-
synligheden for overgang fra den ene tilstand til den anden. Er to tilstande saledes
vinkelrette, er der ingen sandsynlighed for overgang mellem de to tilstande.

Hvis man antager, at der ikke er nogen vekselvirkning mellem elektroner og
fotoner, svarende til at elektroner og fotoner er uendeligt langt fra hinanden, er
Hamiltonoperatoren for det samlede system givet som Hy = H1 @ 1+ 14, @ Hy
(hvor symbolet ® som i slutningen af afsnittet om frie elektroner ovenfor angiver
at vi har en virkning pa hver plads). Maengden af egenvaerdierne for denne ope-
rator vil da blot vaere {\; + Ao | \; er egenveerdi for H;}, specielt ses det, at den
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laveste energi, kaldet grundtilstandsenergien, for det samlede system er summen
af de to grundtilstandsenergier fra de separerede systemer. Dette er ogsa praecist
hvad man pa forhand ville forvente, nar partiklerne ikke vekselvirker.

I praksis vil partiklerne dog vekselvirke, hvilket skyldes, at fotonerne kommer fra
et elektromagnetisk felt som vekselvirker med elektronerne via fotonerne. Man
kan opskrive et eksakt udtryk for den samlede energi i systemet, men det man
ofte gor i praksis er at approksimere (og det er her man rackkeudvikler i koblings-
konstanten ) den fulde Hamiltonoperator med en Hamiltonoperator pa formen
Hy + Hy, hvor H; kaldes vekselvirkningsleddet (I for interaction).

Vi er nu naet til at kunne formulere en rakke af de spgrgsmal som man sg-
ger at besvare i I.LR. QED, og som derfor ogsa blev behandlet pa sommerskolen.
Vi definerer forst tallet Ey = inf{(¢), Hy) | ¥ € H , ||| = 1}, som er et mal for
den den nedre graense for systemets energi.

Hvis operatoren H har en fglge af egenveerdier som konvergerer mod —oo, sa vil
Ey = —o0. Der vil saledes ikke vare nogen nedre graense for systemets energi,
systemet vil kollapse. Det fgrste man sgger at bevise er derfor at systemet er
stabilt, dvs. at tallet Ej er stgrre end —oo. Dernaest gnsker man at vise at der
rent faktisk findes en (entydig) tilstand, v € #H, som har dette tal som egenveerdi.
Energien Fy kaldes i sa fald for grundtilstandsenergien.

Gar man lidt videre, sgger man at vise at tallet Ey er proportionalt med antal-
let af elektroner, N. Et umiddelbart rimeligt resultat, idet man f.eks. ellers ville
kunne forestille sig at desto stgrre et atom er, desto stgrre bliver bindingsenergien
(dvs. den energi der skal til at ionisere atomet) pr. elektron. Dette er i strid med
de fysiske eksperimenter.

En lang raekke resultater i denne retning er allerede opnaet. Det nyeste resultat
jeg har hgrt om er et resultat fra [1], som under ret generelle betingelser for po-
tentialet V' og for fysisk relevante veerdier af koblingskonstanten, ~y, viser eksistens
og entydighed af en grundtilstand for den fulde Hamiltonoperator. Dog skal det
understreges, at der stadig ikke er noget bevis for stabilitet i den fulde model for
generelle (fysisk relevante) potentialer og vilkarlig koblingskonstant.

Af andre emner der er blevet undersggt, og stadig undersgges, kan navnes
folgende (se [2]):

1. Hvad sker der med egenveaerdierne/energiniveauerne nar man medtager vek-
selvirkningen i forhold til nar man ikke ggr? Man kan f.eks. vise at der
dannes tilstande som efter kort tid henfalder til grundtilstanden for det
vekselvirkende system (safremt denne findes).

2. Spredningsteori. Forudsigelser af hvad der sker ’lang tid’ efter et spred-
ningseksperiment. Dette er yderst relevant at studere, da naesten alle fysiske
eksperimenter i atom-, kerne- og partikelfysik er spredningseksperimenter.
Spredningseksperimenter er altsa en made at teste teorien pa.

3. Det viser sig at man i udregninger lgber ind i visse problemer med stgrrelser
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der antager veerdien oo. Disse uendeligheder sgger man at fjerne fra de
observable fysiske stgrrelser. Dette kaldes renormalisering.

4. Endelig er det ogsa vigtigt, vel naermest fundamentalt, at angive de fysi-
ske modeller matematisk korrekt, f.eks. at angive pa hvilket domaene de
betragtede operatorer er (essentielt) selvadjungerede.

Det vil blive for omfattende (=det fylder et helt speciale eller mere) at komme
nermere ind pa ovenstaende problemstillinger her. Formalet med denne artikel
er blot at give en fornemmelse af hvilke emner man kan beskaeftige sig med i
matematisk fysik. For at illustrere teorien er medtaget eksemplet nedenfor.

Et eksempel

Til at illustrere teorien har jeg valgt et eksempel, som alle der har haft fysik 1
kender, nemlig den harmoniske oscillator. Vi betragter en elektron i én dimension,
som befinder sig i et harmonisk potential, dvs. V(z) = 22 (igen har vi sat alle de
fysiske konstanter til 1). Vi ser bort fra spin i denne model og vores Hilbertrum
i denne situation er derfor H = L?(R) Q) F.

Hvis vi endvidere antager at elektronen befinder sig i et elektromagnetisk felt,
beskrevet ved vektorpotentialet A(z), sd er elektronens kinetiske energi givet
ved operatoren K = (p + ,/7A(x))?, hvor 7 er koblingskonstanten. Ser vi bort
fra A%2-leddet, ser vi, at Hamiltonoperatoren for det samlede system kan skrives
H = Hy+/7(pA(z) + A(z)p). Her er, som ovenfor, Hy = H; ® 15+ 112®) ® H,
hvor H, = —A + z? og H, er Hamiltonoperatoren for de frie fotoner.

Den harmoniske oscillator er en af de fa fysiske operatorer, hvor man kender alle
egenvaerdierne. Maengden af egenveerdier er {n + 1 | n € Ny}, specielt ser vi
at grundtilstandsenergien har vaerdien % De tilhgrende egenfunktioner er givet
som P, (x) = 27"?(n!)~Y25~/4e=%*/2H, (z), hvor H,, er Hermite-polynomiet af
grad n (jvf. [4] side 54 ff.). Hermitepolynomierne kan slas op i en tabel over
specielle funktioner og man finder derved at Py(z) = 74 *"/? og at Py(z) =
\/571'71/4.’1767:62/2.

Inden vi gar videre med eksemplet bemaerker vi at der galder fglgende resultat:
Lemma 5. Der gelder at H = L*(R) @ F = @, -, L*(R**") , hvor funktio-

n
nerne i L?(R"™) skal vere symmetriske under enhver permutation af de n sidste

variable.

Det sidste lighedstegn i lemmaet skal forstas sddan, at der findes en naturlig
identifikation af de to rum, dvs. de er uniteert ekvivalente. Den uniteere afbild-
ning bestar lgst sagt i, at man ganger funktionen fra L?(R) ind pé hvert led i et
element fra F.

Et element i H bestar altsa af en folge (do(z), d1(z, 1), P2(x, 21, 22), ... ), hvor
¢, beskriver en tilstand med n fotoner og een elektron. De n sidste variable i
¢, angiver fotonernes positioner og den fgrste variabel, x, angiver elektronens
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position. Det indre produkt er givet pa samme made som beskrevet lige efter
definition 1.

Vi laver nu den meget grove antagelse, at alle de tilladte tilstande udspaen-
des af kun fire tilstande, v;, + = 1,2, 3,4. Tilstanden 1/, reprasenterer en til-
stand, hvor vi har 1 elektron i grundtilstanden og ingen fotoner. Med andre
ord er ¢y = (Po(x),0,0,...). Hvis vi havde valgt at skrive ¢); som et element i
L*(R) @ F ville vi have at ¢ = Py(z) ®(€,0,0,...), hvor Q er vacuumvektoren.
I den anden tilstand har vi en elektron i den forste eksiterede tilstand (sva-
rende til egenvaerdien med n = 1) og ingen fotoner, dvs. ¥, = (Pi(x),0,0,...).
Hvis vi havde skrevet 1, som et element i L?(R) &) F ville vi have haft at
1ﬁ2 = Pl(fl?) ®(Q,0,0,)

Den tredje tilstand bestar af en elektron i grundtilstanden samt en foton med
bglgefunktionen ¢(y) = 7~ 1e~¥"/2, Denne funktion er valgt preecis saledes, at ¢’s
Fouriertransformerede netop er ¢ selv, dvs. ¢(k) = ¢(k).

Den tredje tilladte tilstand er dermed givet som 13 = (0, Po(z)é(y),0,0,...),
svarende til at

3 = Py(2)®(0, #(y),0,...)i L2(R) @ F. Endelig er 1, = (0, Pi(x)9(y),0,0,...),
svarende til at ¢y, = Pi(z) ® (0,$(y),0,...) i L*(R) ® F, dvs. 14 er en tilstand
hvor vi har en elektron i den fgrste eksiterede tilstand samt en foton med bglge-
funktion ¢.

Man kan let checke at disse fire tilstande er vinktelrette pa hinanden (og dermed
linezert uafhaengige), svarende til at sandsynligheden for at systemet gar fra den
ene tilstand til en af de tre andre er lig med 0. Endvidere checkes ogsa hurtigt at
tilstandene er normerede.

Hvis man var i den situation, at der ikke var nogen vekselvirkning mellem foto-
ner og elektroner, sa ville grundtilstanden for systemet jvf. forrige afsnit, vaere
den situation, hvor man havde én elektron i grundtilstanden og ingen fotoner.
Grundtilstandsenergien ville altsa veere lig % (=summen af de tilhgrende egen-
veerdier for Py(z) og ).

Pointen er, at hvis man har en vekselvirkning mellem fotoner og elektroner kan
man ved at danne en linearkombination af de 4 tilladte tilstande opna en egen-
tilstand med energi (egenveerdi) lavere end .

Som beskrevet ovenfor er vekselvirkningen i vores eksempel givet som H; =
V(A(z)p + pA(z)), hvor p = —i-2 er impulsoperatoren og A(z) kaldes vektor-
potentialoperatoren. Klassisk ville virkningen af A(z) blot veere en multiplikation
pa bolgefunktionen med funktionen A(x) (som findes ud fra Maxwell’s love for
elektromagnetismen), men efter kvantisering har A(z) folgende form:

A(z) = a* (//\\(k)e’ikw) + a(/)\\(k)eik’”). Her kaldes a* for en skabelsesoperator (cre-
ation operator) og a kaldes en annihilationsoperator. Som navnene antyder er
disse defineret ved at de skaber hhv. fjerner en foton (se nedenfor). I udtrykket
for A(z) star der bade en z og en k variabel. Dette betyder at der skabes (vha.
a*) hhv. annihileres (vha. a) en foton i elektronens position z, med impuls £.
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Med denne definition virker A(z) derfor, ligesom Ho, i impulsrummet (dvs. vi
skal Fouriertransformere funktionerne mht. de variable der beskriver fotonen og
dernaest virke med A(z)). I udtrykket for A(x) indegar ogsa en funktion A. Denne
funktion er normalt givet som ﬁ, men for at lette regningerne for mig selv i

det fglgende, har jeg valgt at smtte A(k) = (k) = ¢(k) = 7 /4e*/2 (idet ¢
som naevnt ovenfor er sin lig med egen Fouriertransformerede).

Vi mangler nu kun at angive hvad skabelses-/annihilationsoperatorernes virkning
er:

Definition 6. Huis ¢ tilhgrer F™ og ¢ tilhorer L*(R) defineres a*(¢(z)) ved at
a*(#(2)Y(z1, @2, .. ,Tn) = ﬁ Z?;l o(@)Y(@1, .-+, Tic1, Ti1, - -+ 5 Tng1)
a(¢) defineres som den adjungerede operator til a*, dvs. a(¢) = (a*(4))*.

Arsagen til at vi har n+1 led i definitionen skyldes kravet om symmetri under

ombytning af de variable. Faktoren \/% er en normeringskonstant.

Formalet var at vise, at man kunne danne en linearkombination af de 4 tilladte

tilstande som er en egenfunktion for H med egenvaerdi mindre end 1. Vi skal med
andre ord undersgge om matricen (¢;, H1;), ¢, j = 1,2, 3, 4, har en egenveerdi som
er mindre end % Hertil skal altsa udregnes 16 matrixelementer, men da matricen
er hermitesk (da H kan vises at veere selvadjungeret pa en passende maengde)
simplificeres arbejdet til at udregne de 4 diagonalelementer samt de 6 elementer
under diagonalen. Jeg vil ikke udregne alle 10 matrixelementer her, men give et
par eksempler.
Lad os fgrst udregne diagonalelementerne (v;, H;), i = 1,2, 3, 4. Da vekselvirk-
ningsleddets virkning pa en vilkarlig tilstand er at skabe hhv. annihilere/fjerne
fotoner, sa vil Hyi); veere en tilstand med et fotonantal som er forskelligt fra an-
tallet af fotoner i tilstanden 1);. Derfor ville det ud fra et fysisk argument vaere
rimeligt, at de to tilstande, H;; og 1; var vinkelrettte pa hinanden, dvs. at der
geelder at (v;, Hip;) = 0 for ¢ = 1,2,3,4. Man kan ogsa vise dette direkte ved
at bruge definitionerne ovenfor. Vekselvirkningsleddet spiller altsa ingen rolle for
diagonalelementerne, som derfor vil veaere givet som (v;, Hot);). F.eks. fas derfor
for i =3 at

(b3, Hoths) = (Po(2) ® (0,0(y),0,...), {(-A+2*) @ 1 + Lr2w) ® Hao} Py(x) ‘5(9 goa ¢(y),0,...))
1

1
2

(2)

Her brugte jeg undervejs definitionen af det indre produkt pa et tensorprodukt
kombineret med at Py er egenvaerdi for Hy samt at H, virker pa (0,¢,0,...) ved

= (Po(2), (A + 2*) Po(2)($(y), d(y)) + (Po(x), Po())((k), [k[d(k)) = % +
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at gange med en faktor |k| i det Fouriertransformerede rum (impulsrummet). En-
delig brugte jeg ogsa at P, og ¢ er normerede. Bemark at for fotondelen udregnes
det indre produkt i det impulsrummet, men dette er ogsa tilladt, da vi netop har
defineret Fouriertransformationen til at bevare det indre produkt.

Dernaest skal de 6 elementer under diagonalen udregnes. Pastanden er at (¢, Hoy;) =
0 nar ¢ # j. Vi har nemlig, at der f.eks. gaelder:

(Y1, Hoyz) = (Po(z) ® (,0,...), (H1 ® 15 + 12wy @ Ha) Po(7) ® (0,8(y),0,...))

= %<P0(x)apo(m)><(9’0’ . ')’ (0,¢>(y),0, .- )) + <PO($)aP0(l‘)><(Q’O’ ce ),H2(0,¢(y),0, e
(5)

da ((€,0,...),(0,6(y),0,...)) = {(2,0,...), H2(0,6(y),0,...)) = 0 ifglge kon-
struktionen af H, samt det indre produkt pa F. Her brugte vi undervejs at
funktionen P, var egenfunktion til H; med egenveerdien %, samt defintion af det
indre produkt pa et tensorprodukt fra afsnittet om frie elektroner.

Hvis man f.eks. gnsker at vise at (14, Hyt)s) = 0 skal man ydermere udnytte at
Py og P, er ortogonale.

Lad os som eksempel udregne (v;, H1;) i det tilfaelde hvor ¢ = 4 og j = 1.
Her vil jeg udnytte identifikationen fra lemma 4. Vi husker ; bestod af en til-
stand med en elektron og ingen fotoner, specielt er der ingen fotonvariable der
skal Fouriertransformeres for at udregne virkningen af A(z). Da tilstanden 1),
ikke indeholder nogen fotoner vil annihilationsoperatorens virkning pa denne til-
stand veere lig 0. Vi kan derfor opskrive #; (hvor”betyder at de fotonvariable

er Fouriertransformerede) som

Hip = =i/ (e Q™) +a (™) ) (B(@),0,..) O
— _i/5(0, %(X(k)e—ikwpo(x)) + A (R)e P (2),0,..) (7)
= —i\/7(0, A(k) (—ik)e~™** Py(z) + 2X(k)e =™ P}(z),0,...) (8)
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Da Fouriertransformationen bevarer det indre produkt gaelder der at (4, Hy)1) =

(?ﬁ:, HH)/.\Udnyttes nu at funktionen ¢ er sin egen Fouriertransformerede s ser
vi at ¥4 = (0, Pi(x)¢(k),0,...), og derfor vil

(b, Hyiy) = / Pi(z)¢(k)(=iy/  7)(A(k)(=ik)e ™ Py(z) 4+ 2X(k)e™** Pi(x))dkdz
9)

hvor vi bemearker at integrationsraekkefglgen er ligegyldig ifglge Fubinis satning.
Normalt vil et sadant integral veere umuligt at beregne uden at anvende f.eks.
Maple, men pga. de specielle valg af funktioner vi har gjort ovenfor, kan vi udregne
den eksakte veerdi af dette integral.

Indsaettes udtrykket for A og ¢(k) giver forste led i (9)

—yr A / 7V ke ™ e~ 4k Py (z) Py (z)dx (10)
Integralet [7~'/*ke=*"e~*2dk findes ved folgende udregning:
2 d =
/7r1/4kek e ke dk = \/2_7rid—(7r_1/4e_k2)(x) (11)
T
d 2 71'1/4 2
=gt = i ge® /! 12
m /i e i e (12)

hvor vi udnytter at ¢(y) er sin egen Fouriertransformerede til, ved en simpel
substitution, at udregne Fouriertransformationen i (11). Endvidere udnyttede vi
ogsa at det i denne situation er tilladt at ombytte integration og differentation.
Dermed er fgrste led i (9) givet som

1/4

VAT T

1
[ e R R = iy [ P 03)

o1 _5g2 o4
:ﬁzm/x% i dxzﬁz{)m (14)

idet [ z2e= 1o dy = fo\\//%g Dette ses f.eks. ved at lave partiel integration , samt en

substitution, pa udtrykket [ e *’dz = /7.
16

Andet led i (9) giver ved helt tilsvarende udregninger \/’_yim, sa alt i ialt har
vi at

(Ya, Hiypr) = vi—= (15)

=
o

Ved analoge udregninger findes de gvrige matrixelementer og den samlede 4 x 4
matrix er da givet som
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1 . 4
2 0 0 =W
0 5 /2y 0
(i, Hp) )i j=1,2,34 = 0 —if/ﬂ 1+ 3 0
ivizg O 0 i+5
Den fysiske vaerdi for koblingskonstanten er v = ﬁ Indsattes denne veerdi kan

egenveerdierne for matricen bestemmes, f.eks ved at bruge Maple, og det viser
sig, at der faktisk er en egenveerdi der er mindre end %, nemlig £ = 0,489495803.
Den tilhgrende normerede egenvektor er

Y = —0,995309%; + 10,096743,4. Det er altsa muligt ud fra disse fire tilstande
at danne en ny tilstand med lavere energi end % Men selv om eksemplet var
relativt simpelt sa matte vi alligevel igennem en hel del udregninger for at finde
resultatet.

Afrunding

Eksemplet ovenfor er ikke seerlig realistisk. I virkeligheden er der uendeligt mange
tilladte tilstande, der kan kombineres. Det vil derfor vaere rimeligt at forvente, at
der findes en tilstand med endnu lavere energi end den vi fandt ovenfor, nar man
tillader alle tilstande. Dette er rent faktisk ogsa tilfaeldet. Muligvis kan det ske
at man kan konstruere tilstande med vilkarlig stor negative egenvaerdi.

At vise at der rent faktisk er en nedre graense for de mulige egenveerdier (stabi-
litet) for andre valg af vekselvirkning, samt at vise eksistens (og entydighed) af
en evt. grundtilstand er i almindelighed ikke let. Og som navnt ovenfor er det
endnu ikke bevist i fuld generalitet.
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