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Leder

Endnu engang er det blevet fordr i Danmark. Solen skinner, graesset er grgnt og vi
ved godt at vi burde sidde og laese. For snart er semesteret slut, og skal vi til at
dokumentere at vi ogsd i dette semester har leert noget. Nar eksamensraeset s er
overstdet en gang i juni, er det i de fglgende méneder helt op til en selv at holde sit
fag ved lige. For at hjalpe med det har vi samlet en masse maske lidt svaere opgaver
sammen til dette numer, sd har I om ikke andet dem at arbejde med.

En god tradition er ved at forsvinde!

Hver anden/tredie fredag i semestrene har vi de sidste mange, mange ar kunnet ga
til studenterkollokvium, og hgre enten en studerende eller en af de ansatte fortalle
en times tid om et emne vedkommende synes er interessant, pd et fagligt niveau
der burde vere tilgengeligt for studerende fra (i hvert fald) tredie ar og fremefter.
De sidste par semestrere har Troels Roussau Johansen arrangeret disse kollokvier
alene, men nu bliver han snart feerdig. Studenterkollokvierne er en tradition vi for
alt 1 verden gnsker bevaret (men ikke sammenblandet med FAM@S), og derfor synes
vi at de er meget kritisk at der ikke er nogen til at efterfglge Troels.

I fglge Troels er det nemt at f4 en af de ansatte til at holde et kollokvium,! og
nu hvor der ogsd er blevet mulighed for at erstatte de velkendte seminarforedrag pa
andendelen med et studenterkollokvium,? er der udsigt til at det ogsé bliver nemmere
at fa studerende til det. Det bgr siledes veere en opgave enhver kunne patage sig.

Hvis du ogsa fgler det vil veere synd at studenterkollokvierne dgr, s& tag kontakt
til enten Troels pd e-post troelsj@math.ku.dk eller evt. til redaktionen.

1Vi har den samme erfaring i forhold til at f& skrevet side 9-satninger.
2Spgrg din vejleder hvis du synes det lyder interessant.
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Ulgste /ulgselige opgaver?

Henrik Chr. Grove

I FAM@s september 1994, kunne man blandt opgavelgsningerne finde fglgende:

Det var saledes taet pd at jeg med arestab métte laere moralen: tryk ikke
smd nuttede hyggeopgaver, for du har sikret dig, at du selv kan lgse dem
... Den anden og gode morale er, at med iherdighed lgser selv et drog
opgaver.

Blandt opgaverne kunne man sa finde fglgende:

Forestil dig en aflang kolonihave. I en sddan er der naturligvis en (ide-
alistisk /uendelig tynd) flagstang. Da der bliver flere aldre?/arbejdslg-
se? /kolonister? deles grunden pa midten til to lige store grunde, og man
placerer straks en flagstang pd den flagstangslgse halvdel. Senere bliver
man ngd til at dele grunden op i tre lige store dele, derpa i fire, fem,
seks, osv. lige store dele. Nu er det din opgave for hvert trin at placere
en flagstang s& snedigt, at der ikke er to flagsteenger der kommer til at
std pd samme grund i et senere trin. Du kan f.eks. placere de fire fgrste
steenger saledes . ..

®
® @
® @ @

Sagt formalistisk: Find en fglge (z,,),—123 . sdledes at VNVE < N3In <
N :z, 6]%, %[

Kan denne fglge veelges uendelig, og er denne opgave overhovedet sveer/veerd
at beskaftige sig med??? (Under henvisning til moraleafsnittet ovenfor,
vil jeg afslgre, at jeg ikke har laert den fgrste morale og stoler pad den

anden.)

SlcCiS

[SL I VLR

SlCICICHS,

I det folgende nummer matte redaktgren sa skrive:

Denne opgave er tilsyneladende temmelig sveer. Jeg har i hvert fald endnu
ikke fundet en Igsning. Min intuition siger mig, at den sggte fglge af
flagstaenger (dvs. tali]0, 1[) kan ggres vilkarelig lang. Morsomt nok sikre
dette dog pa ingen made, at fglgen kan ggres uendelig lang . ..



Min eneste idé gar pa at betrage en uendelig fglge af hele tal, hvor i'te
tal skal angive nummeret pd den grund, som mangler en flagstang efter
i’te opdeling. Forméalet med dette er at ggre et ,overteelligt® problem
,teelleligt”. Dette har dog indtil videre ikke givet noget resultat. Opgaven
far saledes lov til at kgre videre . ..

Opgaven kgrer sdmaend endnu ... Siden da, har vi pd redaktionen gjort meget
ud af den fgrste morale, men det er alligevel gaet galt et par gange. I FAM®@S marts
1996, stillede Kennie Nybo Mortensen de tre fglgende opgaver:

Fgrste opgave: Lad A veere en delmangde af et topologisk rum, og lad A~, A€ be-
tegne hhv. afslutningen af A og komplementet til A. Vis, at A7~ = A7 ¢,
Det er en meget rar regneregel

Anden opgave: Givet en mangde A i et topologisk rum. Bestem det maksimale
antal forskellige maengder man kan fa ved at anvende operationerne ~ og °
gentagne gange pad A. (Vink: Brug fgrste opgave).

Tredie opgave: Find en mangde i R der realiserer antallet af maengder i sidste
opgave.

Vi har aldrig bragt en lgsning til disse tre opgaver.
I marts 1998 stillede Asger Grunnet to opgaver der lgd:

Opgave Lad p veere et komplekst polynomium i to variable. Antag at
en kompleks funktion opfylder :

f(@)f(y) = f(p(x,y)),r,y € C

Vis at der findes et komplekst tal ¢ € C, s& funktionen g(z) = f(z — ¢)
opfylder enten :

9(z)g(y) = g(axy)

for et a € C, eller

9(7)g(y) = g(x +y)

Vink: Del op i to tilfeelde efter om f har et nulpunkt eller ej.

Opgave Lad a vare et helt positivt tal forskellige fra 1,2 og 4. Find
samtlige tal n € N, s& n(n + a) er et kvadrattal.

Vink: (Advarsel. Hvis du laeser dette vink, bliver opgaven en hel del
lettere!) Skriv a = bed med ¢ > d og ¢ — d lige. Vis at n = b(5%)? er en
lgsning, og at alle Igsninger er pd denne form.

Disse opgaver er heller aldrig blevet lgst, men det skal dog retferdigvis siges at
det er generalisering af to opgaver fra det foregdende nummer, hvortil der blev bragt
lgsninger i samme nummer som disse opgaver blev stillet.

Vi har ogsd prgvet at trykke opgaver fundet pa nettet sammen med lgsninger, for
s& da vi skulle bringe lgsningen at konstatere at den eller selve opgaven var direkte
forkert.! Et eksempel er fglgende opgave (der fgrste gang blev stillet i maj 1998):

1Vi har ogsé lappet pa4 mangelfulde lgsninger.
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Betragt en pyramide konstrueret af lige store kuber, sédan at den kva-
dratiske grundflade bestar af n? kuber, det naste lag bestar af (n — 1)?
kuber, og sd videre indtil toppen der bestar af en enkelt kube. Antag,
at man kan tage alle disse kuber og leegge dem sa de former et kvadrat.
Vis, at da er enten n = 1 eller n = 4900.

Vink: En pyramide konstrueret p& den méde vil best4 af ¢n(n+1)(2n+1)
kuber.

I nummeret efter gjorde vi s& opmarksom pa at n = 4900 tkke er en lgsning, og
spurgte si hvilke(t) andre/andet tal end n = 1 der gav en lgsning. Vi gav tilmed
som vink at de 4900 ikke var et fuldsteendig tilfseldigt tal.

I den helt pinlige ende ligger der en ganske nem opgave, vi bare aldrig har bragt
lgsningen til, nemlig fglgende lille sag fra marts 1998:

Hvis man differentiere 22 ved vi alle, at man far 2z, men hvad sker der
sd her:

T

(%) = (z-2) = (Zx) :Z(az)’221:x~1:x

i=1

Endelig praesterede vi i decembernummeret sidste ar, i ukoordineret samarbejde
at stille to opgaver vi ikke havde Igsninger til. For fuldsteendighedens skyld skal de
ogséd gentages her.

Opgave 1

Et tal h €]0, 1] kaldes (i denne opgave) for en vandret afstand, hvis der
for alle kontinuerte funktioner f : [0,1] — R, med f(0) = f(1), findes et
x €[0,1—h]s& f(x) = f(x+ h). Vis at hvis h er en vandret afstand, si
er h = % for et naturligt tal n.

Opgave 2

Tegn en trekant. Tegn et kvadrat pd hver af siderne (s& det vender vack
fra trekanten og har siden som side, ja). Marker hvert af kvadraternes
midtpunkter. Tegn streger fra hvert af de netop markerede punkter til
trekantens modstdende hjgrnepunkt. Vis at de tre streger, du lige har
tegnet, skaerer hinanden i samme punkt.

Og hvad er si pointen?

Nu har vi fundet en masse opgaver fra de sidste 5 ar, som vi ikke har bragt lgsninger
til (og som maske slet ikke kan lgses?). Méaske burde vi bare have ladet opgaverne
hvile i fred, der er sikkert alligevel ingen der kan huske dem(?), men vi vil jo gerne
se lgsninger.

Derudover har vi et par opgaver uden ferdige lgsninger, vi gerne vil stille, s&
derfor starter vi nu med de opgaver der allerede har varet stillet. Hvis der er en
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opgave du har tenkt over, og méaske en delvis lgsning til er du meget velkommen til
at sende den til os p& e-post famos@math.ku.dk.

Eftersom der forhabentlig sidder nogen derude der har forsggt sig med alle disse
opgaver, vil vi alligevel stille en ny i kategorien.

Opgave X,

Nar du star ved bankens dankortautomat, og skal indtaste sin pin-kode indtaster
man 4 cifre hvorefter automaten kontrollerer om koden passer. Hvis man har tastet
rigtigt er alt fint, men ellers ma man indtaste alle 4 cifre endnu engang. Det giver i
vaerste fald 40000 cifre hvis man skal veere sikker p& at ramme koden — men kortet
inddrages allerede efter tre forkerte forsgg.

P& et naerliggende kollegium har man et elektronisk adgangssystem der ogsé er
baseret pé 4-cifrede koder, men det fungerer alligevel lidt anderledes. Her kontrollerer
systemet efter hver indtastning af et ciffer (p& neer efter de tre fgrste), med andre
ord: Hvis man indtaster 12345 og koden er 2345, bliver man lukket ind. Opgaven er
nu hvor man cifre kan man i veerste fald skulle indtaste for at komme ind, hvis man
har glemt koden?

Vi har en idé til hvordan opgaven kan angribes, men ikke en faerdig lgsning. Vi
haber i fgrste omgang pa at en vores laesere kan finde lgsningen, som vi meget gerne
bringer, ellers trykker vi lidt om vores (eller dine) ideer, og ser om det hjzlper.

Kunsten at studere — En handbog i
studieteknik

Anmeldt af Henrik Chr. Grove

Teknisk forlag har udgivet en bog om studieteknik. Bogen er skrevet af Thomas
Harboe og Jakob Ravn, der har laest p& henholdsvis Handelshgjskolen i Kgbenhavn
og filosofi p&4 Kgbenhavns Universitet.

Bogen har et udmarket forord af Jakob Lange, der blandt meget andet er kon-
torchef p4 Kgbenhavns Universitet.

Bogen udmarker sig ved ikke at fokusere pa nogen bestemt(e) teknik(ker) eller
emner, men daekker i stedet temmelig bredt. Der er kapitler om alt fra studiestart
til projektarbejde. Man kan diskutere kapitlernes rackkefglge, der er et vist system
i det, til gengeeld er kapitlet om skrivning, som er et af af bedste og vigtigste, fgrst
blevet nummer 7.

Bogens stgrste svaghed, fra en matematikers synspunkt, er at de to forfatter
ikke har laest naturvidenskab, og dbenbart heller ikke har nogen videre indsigt i de
forskelle der er mellem deres fag, og de meget teoretiske fag vi har pa naturvidenskab.



Der er sédledes mange rad der ikke virker rimelige, og helt absurd bliver det i afsnittet
om skriftlige eksamener, hvor de i en liste over gode rad skriver:

Lav en brainstorm pé kladdepapir. Brug tid til at disponere stoffet og
lav en tidsplan for resten af forlgbet. Ved en fem-timers skriftlig eksamen
kan disse indledende overvejelser godt tage de fgrste 45 minutter.

Fra redaktionens side vil vi gerne advare mod at ggre dette til en skriftlig ek-
samen i matematik, men samtidig kunne det veere interessant at se resultatet af en
brainstorm over 2AN-opgavesattet.

Lige ovenover rader de dog til at gennemlaese hele eksamenssattet inden man
gar i gang, og det ma stadig siges at vaere en godt rad. Vi kan for egen regning tilfgje
at det er en rigtig god ide at skrive sig igennem matematikbgger i stedet for blot at
leese dem. Dvs. at man altid skal have papir og blyant (eller fyldepen) ved hénden
nar man laeser matematik.

Bogen er generelt velskrevet, men dog med temmelig mange trykfejl.

Om der findes bedre bgger for en matematiker, ved vi desvaerre ikke noget om pa
redaktionen, men hvis man bare taenker sig om og bevarer en kritisk sans, kan bogen
nok godt bruges. Bl.a. afsnittet om studiestart ma dog siges primaert at henvende
sig studerende pa de fgrste ar af studiet, men det er nok ogsd dem der har mest
brug for at leere at studere. Ud over de bgger der er navnt i den, i gvrigt glimrende
(kommenterede!) litteraturliste, vil vi gerne anbefale Lotte Rieneckers , Tekster til
Tiden“. Det er nok den bedste bog pa dansk om selve skrivningen og skriveprocessen.
Det handler ikke kun om store projekter, specialer og artikler, men ogsd om de
tekster man dagligt arbejder med i tilegnelsen af sit studies stof.

Vi vil gerne slutte af med at henvise til vores meget dygtige studievejledere, som
for de matematiske fag og datalogi er Merete Grove Jacobsen og Jakob Bruhns, som
i dette semester (som godt nok snart slutter) kan traeffes pa @ster Voldgade 3:

Mandag 12-15 (Merete)

Onsdag 12-15 (Merete og Jakob)
Torsdag 12-15 (Jakob)

Fredag 12-15 (Merete og/eller Jakob)

Merete kan desuden treeffes i lynvejledningen pd HC® torsdag 10-11.30, og Jakob
kan treeffes i lynvejledningen p4 DIKU mandag 10-11.30.
De aktuelle traeffetider findes pd http://www.nat.ku.dk/nat-nsv/tider.html.

Litteraturliste

[1] Harboe, Thomas og Jakob Ravn. Kunsten at studere - en hdndbog i studieteknik.
Teknisk Forlag, Kgbenhavn, 1. udgave, 2000.
[2] Rienecker, Lotte. Tekster til Tiden. Dansk Psykologisk Forlag, 2. udgave, 1996.



Reelle divisionsalgebraer og Hopf

invarianten
Kasper K. S. Andersen, Matematisk Afdeling

Indledning

Alle kender vel de reelle tal R og de komplekse tal C. Disse er begge eksempler pa
endeligt-dimensionale reelle divisionsalgebraer:

Definition 1. En reel algebra er et reelt vektorrum A udstyret med en bilineer
afbildning pn: Ax A — A. Vi skriver p(z,y) = x-y og kalder u for multiplikationen
pd A. Vores krav til u er altsd:

1. (z4y) - z=x-z4+y-zo9x-(y+z2)=zc-y+x-z

2. (rz)-y=x-(ry)=r(z-y)
for alle x,y,z € A og alle r € R. Vi siger at A er endeligt-dimensional hvis vektor-
rumsdimensionen dim A er endelig. Algebraen A siges at vere en divisionsalgebra
hvis der for alle a,b € A, a # 0, findes entydige lgsninger v,y € A til ligningerne
axr = b og ya = b (kort sagt, vi kan dividere med a fra bide venstre og hgjre). Nér
A er endeligt-dimensional er dette ekvivalent med at x -y # 0 for x,y # 0.

Bade A = R og A = C er som sagt eksempler pa endeligt-dimensionale reelle
divisionsalgebraer. De er desuden begge associative (dvs. x - (y - z) = (x - y) - z for
x,y,z € A), kommutative (dvs. x -y = y - x for z,y € A) og har enhed (dvs. et
element ¢ € Amed e-z =1z -e =z for alle z € A).

Endnu et eksempel er fglgende: Szt A = C som reelt vektorrum, men med mul-
tiplikationen z - w = Zw. Dette er ogséd en endeligt-dimensional reel divisionsalgebra,
der desuden er kommutativ, men den er ikke associativ og den har heller ingen enhed
(check det selv!).

Et andet mere velkendt og interessant eksempel er kvaternionerne Hl, der opfylder
dimH = 4. Disse blev (gen)opdaget af ireren Sir William Rowan Hamilton (1805-
1865) under en gatur i 1843. Faktisk blev han s& begejstret over sin opdagelse at
han pa stedet ridsede den fundamentale formel for multiplikation af kvaternioner i
en sten pd Brougham Bridge i Dublin (hvortil han var niet p& sin tur). Den dag i
dag findes en mindetavle ved broen; den var dog desvaerre overmalet med graffiti i
1991 da jeg besggte den.

Endnu et eksempel er okternionerne O (ogsé kendt som Cayleytallene eller bi-
kvaternionerne), som opfylder dim @ = 8. Disse blev opdaget af Graves i 1843 kun
to maneder efter Hamiltons opdagelse af kvaternionerne og senere genopdaget i 1845
af Cayley.

Jeg vil ikke her fordybe mig for meget i historien bag disse eksempler, men blot
henvise til [5]. Det skal dog naevnes at Hamilton opdagede kvaternionerne under et
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livslangt og forgaeves forsgg pa at finde en 3-dimensional reel divisonsalgebra. Vi vil
her i denne artikel vise fglgende resultat der forklarer hvorfor det ikke lykkedes ham:

Seetning 2. Huvis A er en endeligt-dimensional reel divisionsalgebra gelder dim A =
1,2, 4 eller 8.

Dette resultat skyldes Bott og Milnor og uafhaengigt af dem Kervaire i 1958. Fgr
dette havde Hopf i 1940 vist at dimensionen méatte vare en potens af 2. Karakteri-
stisk for disse beviser er at de alle pa essentiel made bruger metoder fra den disciplin
der kaldes algebraisk topologi, hvilket méaske kan vaere overraskende da problemet vir-
ker som et rent algebraisk problem. Det er da ogséd muligt at vise svagere udgaver
af setningen udelukkende ved algebraiske metoder, men de kraver alle yderligere
antagelser om multiplikationen pa A, f.eks. at A er associativ.

Lidt topologi

Fgr vi kan g igang med at vise Saetning 2 har vi brug for nogle topologiske konstruk-
tioner. Lad (Z,7) veere et topologisk rum og lad ~ veere en &kvivalensrelation pa
Z. Fra 3GT noterne afsnit 2.4.3 haves da kvotientrummet (Z/~,7.), dette skriver
vi blot som Z/~. Hvis z € Z betegnes det tilhgrende element i Z/~ med [z]. Hvis
(Z1,T1) og (Z2,73) er topologiske rum, s& er det ikke sveert at ggre den disjunkte
forening 7 11 Z, til et topologisk rum sddan at delrumstopologien pad Z; er 7; for
i=1,2.

Lad X vere et topologisk rum X, og lad I = [0, 1] betegne enhedsintervallet.
Suspensionen Y.X er da defineret som kvotientrummet (X x I)/~, hvor akviva-
lensrelationen ~ er defineret ved (x,0) ~ (2/,0) og (x,1) ~ (2/,1) for z,2’ € X.
Geometrisk er X en cylinder over X (nemlig X x I') med hver ende trykket sammen
til et punkt (dette er netop akvivalensrelationen ~). Lad

S"={(z1,... ,Tp1) ER" i+ .2l =1}

betegne enhedskugleskallen i R"*1. S3 er ©S" homeomorf med S™™! via homeo-
morfien [(z,t)] — (sin(nt)x, cos(nt)). For n = 1 kan man tanke p4 at to (tomme!)
kreemmerhuse sat oven pd hinanden er det samme som en kugleskal.

Lad nu f : X — Y vare en kontinuert afbildning mellem topologiske rum.
Da induceres en kontinuert afbildning Xf : XX — XY givet ved (Xf) ([(z,t)]) =
[(f(x),t)]. Vi kan ogs& danne afbildningskeglen Cy, der er defineret som kvotien-
trummet ((X x I)I1Y') /~, hvor &kvivalensrelationen ~ er givet ved (z,0) ~ f(z)
og (z,1) ~ (2/,1) for z, 2" € X. Man kan tenke pa afbildningskeglen som cylinderen
X x I, hvor den ene ende er klebet sammen med Y (via (x,0) ~ f(x)) og hvor
den anden ende er trykket sammen til et punkt (via (z,1) ~ (2/,1)). Vi har en
oplagt kontinuert afbildning g : Y — C} givet ved g(y) = [y], vi sender blot Y i
Y-delen af C;. Vi har desuden en kontinuert afbildning h : Cy — XX givet ved
h([(z,t)]) = [(z,t)] og h([y]) = [(x0,0)], hvor zy € X er vilkarlig (det er let at se
at dette er veldefineret). Denne afbildning trykker blot Y-delen af C'; sammen til et
punkt, hvorved vi preecis far 2.X.
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Samlet haves altsé for enhver kontinuert afbildning f : X — Y afbildningsfglgen:

X%Y%C}—>ZX—>ZY (1)

K-teori

Vi mangler stadig hovedingrediensen i beviset: Et steerkt redskab fra algebraisk
topologi, nemlig den kontravariante funktor K : Top — Rng. Og hvad skal dette
s& betyde? Jo, mere preecist bestdr K af to dele: For det fgrste, hver gang vi har
et topologisk rum X knytter vi en ring K (X) til det. For det andet, hver gang vi
har en kontinuert afbildning f : X — Y mellem to topologiske rum knytter vi en
ringhomomorfi K(f) : K(X) « K(Y) til den. P4 diagram form ser det ud som
fglger:

(X N Y) A (fé(X) K0 f{(Y))

Bemark at K vender pilen f, dette er grunden til at funktoren kaldes kontravariant.

For en god ordens skyld skal det lige bemaerkes at de ringe vi her betragter ikke
ngdvendigvis har et enhedselement (i modsatning til definitionen pd Matematik
2AL). De er dog alle kommutative. De egenskaber om K vi skal bruge er samlet i
fglgende saetning, hvis bevis f.eks. kan findes i [6]:

Saetning 3. Der findes en kontravariant funktor K : Top — Rng med folgende
egenskaber:

1. For en kontinuert afbildning f : X — Y giver afbildningsfolgen (1) en folge af
ringe og ringhomomorfier:

K(Ef)

R0 52 gy E9 Fop) K2 fex) 0 Fsy).

Denne folge er eksakt, dvs. at pd en given plads i folgen er billedet for den
indgdende homomorfi lig kernen for den udgdende homomorfi.

2. For hvert k € N findes en ringhomomorfi V% : K(X) — K(X), sddan at der
for k,1 € N geelder U* o U = W! o W*, Disse afbildninger er naturlige: For en
kontinuert afbildning f : X — Y haves et kommutativt diagram:

dvs. vi har U* o K(f) = K(f) o U*.

3. Hvisn € N er ulige, si gelder K(S™) = 0. Hvis n € N er lige, sé er K(5™)
isomorf med Z som abelsk gruppe, og vi betegner en frembringer med (3, (s
ethvert element kan skrives som x(3, for x € Z). De er dog ikke isomorfe som
ringe, der gelder nemlig 32 = 0. Afbildningerne V¥ er bestemt ved formlen
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4. Der findes en lineer afbildning A» : K(X) — K(X) sadan at U*(z) = 22 —
2 o(z) for x € K(X).

Hopf invariant problemet

Lad i det fglgende n € N, n > 1, og betragt en kontinuert afbildning f : S?"~1 — S™.
Afbildningsfglgen for denne bliver:

SQn—l L) g 9, Cf L) SQn Z_f) Sn-i—l’

idet vi husker at 35™ er homeomorf med S™"!. Ifglge Seetning 3 del 1 og del 3 giver
dette en eksakt fglge af ringe og ringhomomorfier:

K(h

= R(s™) EL R (s B2 Ry 2 Rsty D Rsm),

Lemma 4. Vi har K(3f) = 0.

Bevis. Hvis n+1 er ulige er dette klart da I?(S"H) = 0. Antag nu at n+1 er lige. Vi
har si at bade K (S?) og K (S™*1) er isomorfe med Z som abelske grupper, frembragt
af hhv. (3, 0g Bp41. Derfor findes # € Z s K(Xf)(Bni1) = 202 Ladnu k € N, k > 1
veere vilkarlig. Fra Satning 3 del 2 ved vi at der gaelder U* o K(Xf) = K(f) o Wk,
Anvendes dette pa (3,1 fas

U (R(Z0) (Bun)) = O (@0n) = 20 (Ban) = k" B,

I?(Zf) (‘I’k (ﬁnﬂ)) = I?(Zf) (knTﬂﬁnH) = xkn+152n

idet Uk og K(Sf) er rlnghomomorﬁer Da disse to udtryk skal stemme overens og

K(5*) =~ 7 fas zk" = zk"= . Dermed er z = 0 da k,n > 1, & K(3f)(Bpi1) = 0.

Idet f3,, frembringer K (S™) er lemmaet bevist. O
Skrives ¢ = K(g) og o = K (h) fas altsa en eksakt folge:

0 K(S") <& K(Cy) <& K(*)—0, (2)

Vi ser at ¢ er surjektiv, s hvis n er et lige tal kan vi veaelge a € ]?(Cf) sddan at
v(a) = B,. Hvis n er ulige sattes blot @ = 0 i I?(Cf). Definer desuden b = o (fs,),
da o er injektiv ses b # 0. Vi far let p(a?) = 0 (husk at 5> = 0 for n lige), s& da
fglgen (2) er eksakt findes et h € Z med a® = hb. Hvis n er lige er valget af a ikke
entydigt. Man kan dog vise (ren algebra, prgv selv!) at b* = 0 og ab = 0, hvoraf det
fglger at vaerdien af h er veldefineret.

Tallet h kaldes Hopf invarianten af f. Vi viser nu artiklens hovedresultat:

Saetning 5. Hvis Hopf invarianten h er ulige, sa gelder n = 2,4 eller 8.
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Satningen blev fgrst vist i 1960 af Adams [1], der dog havde annonceret resul-
tatet allerede i 1958. Beviset er langt (85 sider) og involverer den til lejligheden
konstruerede Adams spektralfglge.

Beviset vi giver her skyldes studiekammeraterne Adams og Atiyah ! [2]. Hopf
invariant problemet er et rent topologisk problem. Ydermere er det en generalise-
ring af problemet om divisionsalgebraer, vi viser nemlig i naeste afnit at Saetning 5
medfgrer Seetning 2.

Bevis. Hvis n er ulige er a = 0, og dermed er i = 0. Lad derfor n = 2m veere
lige. Da fglgen (2) er eksakt kan vi skrive ethvert element i K (C) som za + yb for
entydigt bestemte x,y € Z. For k € N fas ¢ (V¥ (a)) = U*(3,) = k™[, der findes
dermed ¢, € Z med ¥*(a) = k™a + g;b. Desuden ses at W*(b) = k"b. Skriv nu
A\a2(a) = xa + yb. Fra Seetning 3 del 4 ved vi at U?(a) = a® — 2)\y(a), hvoraf vi ser at
2Ma 4 qob = —2zxa + (h — 2y)b. Derfor er ¢ = h — 2y ulige.

Vi har desuden W2 o W* = W¥ o U2, Anvendes dette pa a fas:

U2 (U* (a)) = W2 (k™a + qib) = K™ (2™a + qab) + ¢x2"b,

Uk (U2 (a)) = UF (2"a + gob) = 27 (K™a + qub) + qok™.

Da disse udtryk skal stemme overens fas derfor (husk at n = 2m):
E™(E™ —1)go = 2™(2™ — 1)qx.

Lad nu k veere ulige. Da 2™ er en divisor i hgjresiden og bade £™ og ¢» er ulige
ses 2™ | k™ — 1. Dette betyder at [k]™ = [1] i den multiplikative gruppe (Z/2™)".
Dermed er ordenen af [k] en divisor i m. For k = 5 kan denne orden let beregnes:

Lemma 6. For m > 3 gelder 52" = 1+ 2" (mod 2™). Specielt er ordenen af
[5] @ den multiplikative gruppe (Z/2™)" lig 2™~2 for m > 3.

Bevis. Den fgrste del ses let ved induktion efter m, se eventuelt [3, chap. VII, §2, 4,
Lemme 3, p. 73]. Ved at kvadrere begge sider fas for m > 3 at

_ me3\ 2
A (52 3) = (1 + 27”—1)2 =1+2"4+2?"2=1 (mod 2™),

s& ordenen af [5] er en divisor i 2™ 2. Omvendt viser den fgrste del ogsd at ordenen
ikke er en divisor i 2™73, O

Vi kan nu afslutte beviset for Saetning 5. Vi har altsa fra lemmaet, at hvis m > 3
geelder 2m72 | m. For m > 5 geelder dog 2™ 2 > m, hvilket er en modstrid. Vi
har derfor m < 4. Udsagnet 22 | m geelder dog heller ikke for m = 3, s& vi far
m = 1,2 eller 4, svarende til n = 2,4 eller 8. 0

1Sir Michael Atiyah er en af de f& matematikere der er blevet adlet for sine bedrifter! Han fik
Fields medaljen i 1966.

13



Afslutning

Vi kan nu endelig bevise Setning 2. Lad alts& A veere en endeligt-dimensional reel
divisionalgebra, og st n = dim.A. Hvis n = 1 er vi feerdige, sd vi kan antage
n > 1. Valges en basis kan vi identificere A med R". Da multiplikationen x er
bilinezer bliver u kontinuert opfattet som afbildning p : R” x R® — R™ Da A er
en divisionsalgebra galder p(x,y) = x -y # 0 nadr = # 0 og y # 0. Specielt fas en
kontinuert afbildning f : S"7! x S"71 — ST f(y) = %, givet ved normering
af x - y.

Vi definerer nu en kontinuert afbildning H(f) : S*"~! — S™ som fglger. Lad
z=(as,...,an,b1,...,b,) € S* ! vaere givet. Det er nu muligt at finde ¢, 0 < ¢ < 1,
og z,y € S" ' med (ai,...,a,) =sin (%) z og (b1,...,b,) = cos (%) y. Elementet
t er altid entydigt defineret, og hvis ¢ # 0,1 bliver ogsd = og y entydige. I alle
tilfeelde ses dog at H(f)(z) = (sin(nt)f(x,y),cos(nt)) er veldefineret. Dette giver
den gnskede (kontinuerte!) funktion H(f) kaldet Hopf konstruktionen af f.

Det er muligt at udregne Hopf invarianten af H(f) som fglger: Lad z¢,yo €
S"~! yeere vilkdrlige. Vi har nu afbildningerne ¢;(y) = f(zo,y) og g2(x) = f(z,v0),
der begge er kontinuerte afbildninger af S"! ind i sig selv. Til enhver kontinuert
afbildning g : S"~! — S"~! kan tilknyttes en grad (se f.eks. [4, IV.6.8]). For n = 2
er graden blot omlgbstallet af g : S* — S!. Man kan si vise (se f.eks. [6, 15.3.5])
at Hopfinvarianten af H(f) er produktet af graderne for de to afbildninger g; og g2
ovenfor.

I vores tilfaelde stammer f fra den bilineaere multiplikation y, s& vi har f(x, —y) =
F(=,y) = —f(x, ) foralle z,y € S™. Vihar st g1(—y) = £ (o0, —) = —F (0, ) =
—¢1(y). Heraf fas s& at graden af g; er ulige ifglge [4, IV.20.6]. Tilsvarende ses at
graden af g, er ulige. Dermed er Hopfinvarianten af H(f) ogsd ulige og Setning 5
giver nu at n = 2,4 eller 8, som gnsket! O

Af andre konsekvenser af Setning 5 kan neevnes at S™ opfattet som differentiabel
mangfoldighed er parallelliserbar netop hvisn = 1, 3 eller 7. Dette galder endda ogsa
hvis S™ har en eksotisk differentiabel struktur, eksistensen af sddanne blev vist af
Milnor i 1956. Mere generelt kan man faktisk ved hjalp af K-teori (igen et resultat af
Adams! %) praecis bestemme det maksimale antal af linezert uafhaengige vektorfelter
pa S™. For n = 2 fas det klassiske resultat at der ikke findes et intetstedsforsvindende
vektorfelt pa S?, man kan ikke “frisere” et pindsvin.
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Ny undervisning pa 2.delen?

Mikkel @bro, studenterrepraesentant i Studienaevnet for Matematiske Fag og i
Matematisk Afdelings bestyrelse, samt suppleant til fakultetsrédet.

Undervisningen pd kandidatuddannelsen i matematik er i mine gjne langt fra opti-
mal. Der har laenge vaeret problemer, og man kan vel kun bebrejde sig selv at der
ikke er skredet til handling fgr nu. Men i de ansvarlige kollegiale organer har vi
desvarre en udpraeget tendens til at reagere frem for at agere.

Reaktion er dog denne gang ngdvendig. Der er nye besparelser pd vej, og det
tvinger os til at taenke igennem, hvad vi kan undvere, og hvad vi vil beholde, og
maske er tiden inde til ikke blot at prioritere, men ogsd nytaenke.

Mit sigte i denne artikel er - som fgr antydet - undervisningen pa overbygningen.
Jeg vil redeggre for de problemer jeg mener at kunne se i den nuvarende, og til sidst
fremlaegge et forslag til omleegninger.

Dyrt og urentabelt

Pa fakultetsrddsniveau rynker man pa naesen af vores overbygning. For dér er man
begyndt at teenke i virksomhedsmetaforer, ndr man skal rise og rose de enkelte fag
og institutter. Overbygningen pd matematik bliver kritiseret for at veere alt for dyr
og urentabel. For mange penge bruges pa for fa studerende.

Og man er tilbgjelig til at nikke med. Iseer nadr man ved at forelaeserne far no-
genlunde samme antal undervisningstimer for et n-punkters 2.dels kursus som for
et n-punkters 1.dels kursus. At aftholde et n-punkters overbygningskursus udlgser
15 - 5 - n timers undervisning (Mat 1 honoreres med 15 - 7 - n, og resten af 1.dels
kurserne med 15 - 6 - n). Det fgrste tal er antallet af uger i semesteret, og idet der
som regel afholdes n forelesninger i et n-punkters kursus, s& betyder det at der
er 5 — 1 = 4 forberedelsestimer til hver forelaesning! Her skal det indskydes at de
4 forberedelsestimer er med alt inklusiv, altsd litteratursggning, tilrettelaeggelse af
kurset, opgaveretning, noteskrivning, osv. Derudover ma det understreges at det er
4 almindelige arbejdstimer, og saledes ikke 4 effektive timer. Hvad man f.eks. kan
praestere til en 4-timers eksamen kan man ikke praestere 2 - 5 gange om ugen uden
at vaere nedslidt efter den fgrste maned. Men med de forbehold in mente kan man
skrive sig de 4 forberedelsestimer pr. forelesningstime bag gret.

Hvor er 5-kurserne?

Alle, der har kigget i det gule haefte over udbudte 2.dels kurser, ved at det nuvaerende
udbud er minimalt. Der udbydes omtrent 24 kursuspunkter hvert semester. Det har
nogle uheldige konsekvenser, som vi studerende ikke kan vaere tilfredse med: Dels er
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der i sagens natur ikke megen bredde i udvalget. Og dels umuligggr det sparsomme
udbud en dybde, i den forstand at den overvejende del af kurserne er indledende
kandidatkurser. Populaert sagt hedder kurserne alle 4HA, 4AN, 4GE, og 5-kurserne
dukker kun op i ny og nz.

Men kan det veere anderledes, nar studenterbestanden er s& lav? S& leenge antallet
af 2.dels studerende er som nu, sd kan det ikke betale sig at udbyde flere kurser. I
hvert fald hvis man med , kurser mener kurser i den nuvarende forstand.

Laesekursernes status

Nar man nu skal kigge langt efter 5-kurserne, si er laesekurserne efter min mening
retfaerdigggrelsen af vores kandidatuddannelse. Hvordan skulle man ellers nd dybere
ind i et emne? Og dog mener mange at laesekurser er en umadelig luksus, som vi
ikke kan tillade os. Et leesekursus er personlig undervisning, og den slags er dyr, alt
for dyr. Siger man.

Lad os et gjeblik ifgre os fakultetsradets briller og anskue problemstillingen gko-
nomisk. Vejledning, det vaere sig til projekter eller til laesekurser, udlgser 10 timer pr.
kursuspunkt alt inklusiv. Altsd, hvis tre studerende har et to punkters leesekursus,
sd udlgser det 10-2 undervisningstimer til vejlederen, og ikke 10-2-3 timer som man
méske skulle tro. Timetallet er altsd uafhengigt af hvor mange der skriver projektet
eller laeser bggerne.

Man stiller sig selv spgrgsmalet: Hvor mange studerende skal der veere til et
almindeligt 2.dels kursus, for det er mere rentabelt end at give de studerende et
lesekursus hver? Lad os se, et n-punkters 2.dels kursus svarer til 15 -5 - n timer
og et lesekursus til 10 - n. Det vil sige at der skal vaere 8 studerende pa kurset
(overvej!) fgrend det er rentabelt at atholde fremfor at give hver enkelt studerende
et lesekursus af tilsvarende stgrrelse med personlig vejledning!

Beregningerne er grove, og der er naturligvis aspekter som der ikke er taget hgjde
for. Og dog mé vi konkludere, medmindre disse oversete aspekter er sazrdeles vae-
sentlige, at leesekurser ikke er en umédelig luksus! Tveertimod. Maske er det snarere
de almindelige kurser, der er luksurigse -

Vor pointe er ndet, og lad os straks tage brillerne af igen. De er sa forvraengende.

De ,,almindelige* kursers undervisning

De almindelige kurser (altsid kurser med forelaesninger) har som regel et publikum
i stgrrelsesordenen 5-10 studerende. Det er jo ikke ret mange. Med den tid der pt.
er afsat til et 2.dels kursus, sa skulle der vaere tid til masser af dialog og masser af
personlig vejledning. Men alligevel opfgrer bade studerende og undervisere sig som
om der var 100 tilhgrere. Og hvorfor nu det?

Som studerende forholder vi os tavse og passive, maske af frygt for at dumme os
over for de 99 andre, hvoraf de 90 ikke er tilstede. Vi &bner fgrst munden, nar vi med
100% sikkerhed kan udpege en fejl i tavle-krims-kramset. Og forelaeseren underviser
som om der var 100 tilhgrere. Lutter envejs-kommunikation. Burde man ikke stille
sig selv spgrgsmalet: ,,Hvorfor foreleser underviseren?“.
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Svaret er, tror jeg, begrundet i det grundlaeggende synspunkt, at hele pensum skal
gennemgas i undervisningen, eller i det mindste naevnes. Den slags kraever tid. Meget
tid. Og dyr tid, nér vi ihukommer forberedelsestimetallet. Nar alt skal gennemgas, s&
vil undervisningen sjzldent tage udgangspunkt i at kursusdeltagerne har forberedt
sig. Hvis vi ydermere vil maksimere pensummangden, ja s& bliver foreleesningen den
bedste undervisningsform (overvej!). Og vel at meerke forelezesningen anskuet som en
tekstneer gennemgang.

Men hvad er det veerd at det gennemgdede pensum er stort, hvis man som stu-
derende ikke nér at tilegne sig det. At et emne er gennemgaet ved en forelaesning
betyder ikke ngdvendigvis at de studerende har leert noget. Foreleesningerne er ikke
laereprocessen selv, men en hjzlp dertil. Det primaere slag star i leesegrupper og ved
skrivebordet derhjemme. Mener jeg.

Og de overvejelser fgrer os s endelig frem til mit forslag til en ny overbygning.

En ny overbygning?

Mit forslag er funderet i det (indlysende?) princip, at undervisningen skal vaere tilret-
telagt for de studerende. Og ikke blot for, men ogsa i hgjere grad af de studerende.
Det er et forslag der fordrer en stgrre grad af selvstaendighed, og dermed ansvar, hos
dem al undervisning i bund og grund drejer sig om: Nemlig, os studerende.

Jeg forestiller mig et gult haefte med en liste over udbudte kurser, som de stu-
derende s3 skal tilmelde sig (ny vin pa gamle flasker!). Men de udbudte kurser er
ikke kurser i den saedvanlige forstand. Kurserne skal veere syntesen af laesekurser og
yalmindelige kurser, og lad os for nemheds skyld kalde dem studiekurser. Undervis-
ningen i disse studiekurser skal have karakter af vejledning, for underviserens opgave
skal ikke vaere at gennemgd stoffet, men at hjaelpe de studerende igennem det.

For eksempel kunne jeg forestille mig, at der i et 4 punkters studiekursus blev
afholdt 2-3 skemalagte vejledningstimer om ugen. Béde de studerende og undervise-
ren har til hver gang forberedt sig pa et par aftalte tekster, og de to timer vil blive
brugt pa at diskutere tekniske detaljer og perspektiver. Decideret gennemgang af stof
skal undgas. Eller eventuelt varetages af de studerende selv, som si kan undervise
hinanden, med kyndig indgriben fra underviseren hvis det bliver ngdvendigt.

Det er klart at en sddan omlaegning gger kravet til os studerendes selvstaendig-
hed betragteligt. Der skal derfor opfordres til at deltagere til samme studiekursus
organiserer sig i studiegrupper, men det skal ikke veere et krav. Hvis man vil laese
alene, sd kan man ggre det.

Den gkonomiske finte ved en sddan omlaegning er at f& underviserens forbere-
delsestid nedsat. Underviseren skal ikke leengere have et to-timers foredrag parat til
hver gang, men blot vare velkendt med stoffet, s& han/hun kan opklare misforsta-
elser og traekke de lange linjer. Som sidegevinst far vi at underviseren vil veere vel
bekendt med de studerendes niveau, s& vi undgar at kurset foregar i et tempo hvor
ingen kan fglge med.

Nar forberedelsestiden falder, s& ma der vaere overskud til at udbyde flere studie-
kurser. Ergo mere bredde og dybde i udbudet. Det er ogsa klart, at studiekurser kan
afholdes selv med meget f& deltagere. De studiekurser, der kun far 1-2 tilmeldinger,
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kan maske afholdes som laesekurser, altsd laesekurser i nuvaerende forstand. Anga-
ende laesekurser, s& mener jeg at det fortsat skal veere muligt at tage laesekurser.
Maske vil behovet herfor falde en anelse, nadr udbudet af studiekurser er stgrre end
det nuvaerende kursusudbud.

Efterskrift og opfordring

Jeg synes selv at forslaget er godt, og jeg kender andre som ogsd synes at ideen er
god. Men maéske har jeg talt med ikke-repreesentative studerende. Maske tager jeg
gruelig fejl, maske er der vigtige aspekter jeg har overset. S& hvis DU kan hjelpe
mig ud af min vildfarelse, s& hgrer jeg meget gerne. Desveerre udkommer FAM®@S
ikke ofte nok til at en ordentlig debat kan finde sit forum her. S& reaktioner per
e-post, hvadenten det er klapsalver eller dundertaler, er saerdeles velkomne.

For hvis ikke jeg far nogen reaktion, si vil jeg arbejde for at indfgre det her
foresldede. Ja, det er korrekt: Jeg har taget din uddannelse som gidsel!

Kommentarer sendes til: oebro@math.ku.dk

Hvordan kunne fgrste ar pa

matematikuddannelserne se ud?
Niels Grgnbak og Inge Henningsen

Studienavnet for matematiske fag aftholder til efteraret et fremtidsvaerksted om fgr-
ste &rs undervisning pd matematikfagene. Som optakt hertil indbydes alle FAM®S’
laesere til at skrive visioner for fgrstedrsundervisningen.

Man kan skrive om hele fgrste r, men det kan ogsd handle om et enkelt fag
eller et enkelt aspekt af undervisningen. Det kan veere studiestarten. Skal vi bruge
en eller flere maneder pé et introduktionsforlgb, og hvad skal det indeholde. Skal
vi have flere/faerre projekter, og hvad skal de indeholde? Skal larerne tilretteleegge
projekterne eller skal de studerende ggre det selv? Skal vi bytte valgfrihed med tvaer-
faglighed eller omvendt? Hvordan tilretteleegger vi fgrste ar, sa der ogsd bliver tid
til fordybelse og efterteenksomhed? Eller har vi allerede rigeligt af den slags? Nye
og spendende eksamensformer. Flere eller feerre eksaminer. Lige som ved fremtids-
vaerksted er der frit slag, det skal bare handle om det man gerne vil have. Og sa er
der er selvfglgelig nogle ganske skrappe randbetingelser: Man skal leere noget, men
ikke ngdvendigvis det samme som i dag. Vi kan ikke bygge H.C. @rstedsinstituttet
fuldsteendigt om, men man kan maske benytte lokalerne anderledes. Vi far ikke flere
leerere og instruktorer, men man kan maske bruge dem der er pé en anden made.

Send bidrag inden 1. august til Niels Grgnbak (gronbaek@math.ku.dk) eller
Inge Henningsen (inge@stat.ku.dk) maerket ,fgrste &r“. Skriv helst kort, for det er
meningen at alle bidrag skal offentligggres. Derudover vil en selvbestaltet komite
udvelge fem bidrag, der far en eller anden ussel praemie.
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Matematikundervisning?

Inspirerede af en artikel p& dagens (7/5-00) Slashdot (http://slashdot.org/), fik
redaktionen lyst til at stille nogle spgrgsmal om formélet med at undervise i mate-
matik. Hvis du har en holdning til emnet, sa skriv endelig til os, du kan evt. starte
med at besvare disse spgrgsmal:

Af alle fag, hvilket er s& det vigtigste for elevens udvikling? Med andre ord,
hvilet fag giver eleven flest faerdigheder udover selve den formidlede informa-
tion? Hvorfor? Hvad er formalet med at leere bgrn matematik? Er det at give
dem ferdigheder til at handtere tal eller er det for at opna noget andet (eller
méske begge dele)? Hvilke faerdigheder er der i sa fald tale om?

Man siger ofte at matematik leerer én abstrakt teenkning. Er det rigtigt, hvor-
dan og hvorfor? Kunne der vaere en bedre made at opna dette pa?

Ser du betydning at matematikundervisning forsvinde, som fglge af udviklin-
gen af lommeregnere og smé& computere? Hvorfor eller hvorfor ikke?

e Burde man tvinge bgrn til at leere den lille tabel udenad?
e Hvorfor bliver elever der er knap s& gode til matematik ofte opfattet som

,mindre smarte“, til forskel fra bgrn der ikke klarer sig godt i andre fag?
Omvendt, hvorfor betragtes bgrn der er gode til matematik som begavede
(mere end hvis det var andre fag)?
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