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Leder

Velkommen! Det ma vaere ordet der skal
begynde lederen i dette nummer af FA-
MOsS.

Vi kan fgrst sige velkommen til For-
sikringsmatematisk Laboratorium (FML),
der siden 1. februar har vaeret en del af In-
stitut for Matematiske Fag (IMF), i ste-
det for at veere et institut for sig selv. Ef-
tersom det er IMF der betaler for tryk-
ningen af FAM@s!, betyder det at For-
sikringsmatematikerne nu ogsa er med til
at betale for FAM@S. Pa redaktionen har
vi hele tiden ment, at vi var hele E-byg-
ningens fagblad, sa dette vil ikke betyde
noget for vores holdning til bidrag fra
forsikringsmatematikerne, som naturlig-
vis er meget velkomne!

Vi kan ogsa sige velkommen til det
nye samlede Studienzevn for Matemati-
ske Fag, der er en sammenlaegning af de
tre sma studienaevn vi tidligere havde her
i bygningen. Fordelene skulle bl.a. vaere
bedre koordinering og samarbejde mel-
lem fagene.

Log det er vi naturligvis szerdeles glade for



Dirichletraekker

Henrik Chr. Grove

Jeg vil i denne artikel give en introduktion til Dirichletraekker, med speciel vaegt pa
ligheder og forskelle til potensraekker.

Potensrakker har formen  ° ax2”. Det forekommer ret indlysende at forsgge
at bytte om pa k og z og forsgge at betragte reekker af formen 7 axk”.! Som vi
skal se om et gjeblik, far man et ,,paenere konvergensomrade ved at tilfgje et minus
til z. P4 denne made har vores rackke faet formen

o o

2 :akk—z — § :ake—logk-z

og dette er, hvad man en Dirichletraekke af speciel type.?2 Uden at miste ret meget
kan vi generalisere dette ved at konstatere, at (log k)ren er en strengt voksende folge
med graensevaerdi (passende defineret) uendelig. Dette leder frem til fglgende:

Definition 1. Ved en Dirichletraekke (af almen type) forstas en rackke af formen:

[e.e]
Zakef’\’“z, hvor 0 < A1 < A <..., lim A\ =00
P} k—o00

Fglgen A1, Ao, ... kaldes undertiden for rackkens type.

Vi har allerede set et specialtilfaelde, et andet interessant tilfaelde er A\, = k — 1,
hvor vi ved at saette w = e * far ) ;- arw”, altsd en potensraekke. Transformationen
w = e~* afbilder halvplanen {z + iy|x > x¢} pa (den udprikkede) cirkelskive med
centrum i 0 og radius zo. Da vi ved, at potensrackker (med centrum i 0) har et
konvergensomrade af denne form, kan vi gaette os til, at Dirichletraekker af denne
form er konvergente i en halvplan af den naevnte type. Som vi skal ske om et gjeblik,
gaelder dette generelt for Dirichletraekker.

Konvergens

Sporgsmalet om absolut konvergens er hurtigt klaret takket vaere fglgende:

Saetning 2. Hvis Dirichletrekken - axe % er absolut konvergent i zy = xg +
Yo, sd er den absolut konvergent i halvplanen {z + iy|z > x¢}.

!'Bemzerk at vi summerer fra 1 for at undga problemer, nar vi om et gjeblik skriver lidt om pa
udtrykket, eftersom 0% = 0 (for z # 0 betyder dette ingenting).

2Bohr ([1]) kalder disse for egentlige Dirichletraekker og Hardy ([3]) kalder dem for ‘ordinary’.
Her anvender vi (tilfzeldigt) Jessens ([4]) terminologi.



Beuvis. Vi starter med at vurdere de enkelte led i summen. Lad z = x + iy veere

et komplekst tal med z > zg, si er |age | = |ag|le e Y| = |agle M <
lag|e %0 = |ape k(@) Da vi siledes kan vurdere hvert led i summen for z
opad med det tilsvarende led i summen for zj, folger det gnskede. O

Denne saxtning giver os, at der findes en absolut konvergensabcisse for Diri-
chletraekker, som vi vil kalde a. Der er saledes tre muligheder for Dirichletraekkers
absolutte konvergensomrade:

1. Raekken kan veere overalt divergent, i dette tilfselde vil vi sige at o = o0.

2. Raekken er absolut konvergent i en halvplan til hgjre for linien z = a.

3. Raekken kan vaere absolut konvergent overalt, i dette tilfaelde vil vi sige at
o = —00.

Dette passer jo fint med vores konstatering omkring specialtilfaeldet potensraek-
ker, for disse geelder der dog lidt mere, nemlig at raekken udenfor konvergensradius
er divergent, og at betinget konvergens kun kan forekomme pa konvergenscirklen.
Der gaelder ikke noget helt tilsvarende for Dirichletraekker, men derimod fglgende:

Saetning 3. Enhver Dirichletreekke har en konvergensabcisse, som vi vil kalde v, og
der er altsd, som med absolut konvergens, tre muligheder

1. Reekken er overalt divergent, i dette tilfeelde vil vi sige at v = oo.

2. Raekken er konvergent i haluplanen {z + iy|z > ~v}.

3. Rekken kan vere konvergent i hele den komplekse plan, og vi vil sige at v =
—00.

Vi vil ikke bevise denne saetning, men derimod fglgende staerkere resultat:

Saetning 4. Huvis Dirichletrekken Z:O:l axe M* er konvergent i zo sa er den uni-
formt konvergent i ethvert vinkelrum V (2, 0) = {z € C|Arg(z—2) < 0} for 0| < 3.

Inden vi beviser denne satning, vil vi definere A(\) = >, _, a,, dette kan vi
ogsa skrive som:

AQ\) = 0 for A < )\
T Sr e for A, <A< Ay

Med denne definition kan vi skrive a; = A(A1), as = A(X2) — A(A\1) og generelt
an = A(N,) — A(Apo1)-

Lad £ veere givet, og vaelg sé ¢, s& A\; < & < Ag41. Lad os regne lidt pa summen
22:1 age M = are ™M 4 L+ aqe_’\qz Hvis vi skriver a;’erne vha. vores A far vi:

A()\l)e_)‘lz + (A()\Q) — A()\l))e_)‘zz + ...+ (A()\q) - A()\q_l))6_/\qz

Som vi har valgt ¢, er A(§) = A()\,), s& vi kan leegge 0 = (A(£) — A(N\y))e %" til,
ved derudover at samle A’erne far vi:
A(\) (e‘Alz - e_)‘ﬂ) + A(A2) (e_’\2z - e_>‘3z) +...
+ AN (7% — e7%) + A(E)e*



Hvert parentes kan skrives som et bestemt integral pa et interval af formen
Ak, Aks1], og da A(N) = A(\x) pa dette interval, kan A’erne flyttes ind, og integralet
samles, sa vi alt i alt far:

3
D agw M =2z / AN)e Md\ + A(€)e (1)

A< -
Nu kan vi sa give os i kast med beviset for saetning 4.

Beuwis. Det er klart, at vi kan antage, at zo = 0, i dette punkt bliver Dirichletraekken
til " p, ax, og da vi har forudsat konvergens her, ma denne sum vaere endelig,?
specielt kan vi antage, den er 0 (ellers traekker vi veerdien fra a;, det sendrer ikke
pa konvergensforholdene). Der vil hermed geelde, at limy_,o, A(A) = 0, for et givet
€ > 0 kan vi derfor vaelge et A, sd A(X) <efor A< A. For A <& <nogzx+iy=
z € V(z,0) kan vi betragte den absolutte veerdi af summen ng An < ane . Ved
at bruge (1) to gange fas:

‘—A(Qe"sz +z /n A(N)e Md\ + A(n)e ™
£

< |ee"5z| + |2|

n n
/ ee’\zd/\‘ + |ee | = ee ¥ + \z|6/ e M\ +ee "
3 €
Hvis vi sztter € udenfor en parentes, og udregner integralet, fas:

1 1
(s snten ) eciars Bon) cofoe Ly
T

z cos

Da denne vurdering ogsa galder i zy, har vi hermed fundet en gvre graense pa hele
vinkelrummet V' (2, ), og derfor konvergerer rackken uniformt pa dette. O

Seetning 3 fglger nu som et direkte korrolar af denne satning.
En anden skarpelse af saetning 3 er fglgende resultat:

Saetning 5. Antag Dirichletrekken Y .. age ** har begreensede afsnit for zy, sd
er reekken konvergent for Rz > z.

Bewis. Ligesom fgr kan vi antage, at zp = 0, sa degenerer raekken igen til summen
af koefficienterne, og vi har derfor for alle A\, at A(\) < K. For £ < n far vi af (1) at

§ : akef)\kz

E<Ae <

= ‘—A(f)eéz + /; zA(N)e Md\ + A(n)e ™

< JA©e | + ‘/: zA()\)e)‘zd)\‘ + |A(n)e ™|

< |Ke_§z‘ + ‘Kz/n e_)‘zd)\‘ + |Ke_"z‘
3

3Bemzerk at det ikke generelt gaelder for Dirichletraekker at summen af koefficienterne er kon-
vergent. I Riemanns (-funktion som er et klassisk eksempel pa en Dirichletrakke, er ay f.eks. lig 1
for alle k.



Hvis vi nu flytter K’erne ud, udregner den numeriske veerdi af eksponentialfunktio-
nerne, og derefter vurderer integralet, fas:

‘Ke_§Z| + ‘Kz /n e_)‘zd)\‘ + ‘Ke_"z| < Ke ™ + K|z /77 e AN+ Ke™™
¢ 3

= Ke™ ™ + KM (e_”m — e_&) + Ke™ ™
x
Hvis vi szetter K’erne udenfor en parentes, og udnytter at 0 < e™ < 7% < 1, fas

(e —e )+ Ke™ < K (e_‘gz + Me_"’” + e‘éx)

X

x

Ke_"“”—I-KM
z

For alle € > 0 findes et A, s denne stgrrelse er mindre end € for A < £ < 7, og
raekken er fglgelig konvergent. U

Vi bemarker, at vi i modsatning til for absolut konvergens ikke kan udtale os
om forholdene pa konvergensabcissen. Faktisk kan der ske tre forskellige ting:

1. Reekken er konvergent pa hele linien.
2. Raekken er konvergent i nogle punkter, men divergent i andre.
3. Raekken er divergent pa hele linien.

Bemark at vi ikke udfra seetning 4 kan se den tredje mulighed, det kan vi derimod
udfra satning 5.

Vi har altsd nu vist, at en Dirichletraekke kan have en lodret strimmel, hvor
der ,kun“ er betinget konvergens. For Dirichletraekker af ,potensraekketypen” ved
vi imidlertid at konvergensabcissen og absolut konvergensabcissen ma veere sam-
menfaldende. Dette gaelder endvidere for alle Dirichletraekker, hvor samtlige ay’er er
positive, idet konvergens og absolut konvergens pa den reelle akse i sa fald kommer
ud pa ét.

Entydighed

Et andet lighedspunkt mellem potensrzekker og Dirichletraekker er eksistensen af
en entydighedssaetning. Her gives et bevis, der er en let generalisation af det bevis,
Bohr [1] giver for Dirichletraekker af speciel type.

Lad Y 77, axe *¥* vaere en Dirichletraekke med konvergensabcisse 7 og absolut
konvergensabcisse a < 0o, og st f(z) = Y o, axe *#, som er holomorf for Rz > v
og specielt for Rz > a.

Lemma 6. For alle naturlige tal N og alle T > « findes en konstant K (afhengig
af N og 7) sd:

< Ke Az forRz> T

00
2 : ake—)\kz

k=N+1




Bewvis. Ved gentagen anvendelse af trekantsuligheden og simple omskrivninger fas:

oo [o.¢] oo o0
> e < 3 e = 3l = 3 ol
k=N+1 k=N+1 k=N+1 k=N+1

Nu kan vi skrive ®z som 7 4+ Rz — 7, og hvis vi derefter udnytter at Ay < Agi1, fas:

o o
E |a/k; |€—)\kT€—)\k (%Z—T) < e—)\N+1(%Z—T) E |ak|e—)\k7' — Ke—)\N+1§RZ
k=N+1 k=1

Hvor K = e?+17 %% o |agle™#* (summen er konvergent, da Rz > ), hvorved
det gnskede er bevist. O

Lemma 7. Lad N vere det mindste index sd ay # 0,* sd gelder:

1f(2)] > |an|e ¥ — Ke 0% for Rz > o

Bevis. Vi betragter stgrrelsen |f(z) — aye *~%|, et par simple omskrivninger og
lemma 6 giver fglgende vurdering:

E ape” MZ _ g e ANE
E:ake—)\kz

k=N+1

o
‘f(z)—aNe_)‘Nz‘ = Zake_ B gne MNE
=1

A R
< Ke AN+1dz

En variant af trekantsuligheden giver os:
|a e )‘Nz|—|f |f —aye ’\NZ‘<K67)‘N+1%Z
Ved at omskrive lidt pa ‘aNe_)‘N z| og flytte det over pa den anden side fas:
—1f(2)] < Kewa®e — jgy et
Ved at gange igennem med —1 fas det gnskede. O

Kvotienten mellem de to led pa hgjresiden er

‘aN|€_’\n§Rz lan]| €N+1 e
Ke Mwva®: K\ e

A
Den fgrste brgk er en konstant, og da Ayi1 > Ay er 1%1‘\‘,— > 1, og for Rz — oo
gar denne kvotient ogsa mod uendelig, specielt bliver den stgrre end 2, for Rz tilpas
stor. Dermed kan vi slippe af med vores K, og for Rz tilpas stor vurdere |f(z)| som
folger:

1 1
)| > lan|em " = Ke W% > fay|e 0 = Jjay|em T = Jlayje

“Hvis et sadant ikke findes er Dirichletraekken identisk lig 0, og som sadan uinteressant

7



Lemma 8. Huvis f(z) har en folge af nulpunkter z,, hvis realdele vokser forbi en
vilkarlig grense, dvs. lim,_,o Rz, = 00, sd er alle koefficienterne i Dirichletrekken
0.

Bevis. Antag der er koefficienter i Dirichletraekken, der ikke er 0, og lad ay veere
den forste. Ifglge (2) vil |f(2)| sa, for Rz tilpas stor, veere nedadtil begraenset af
slan|e % > 0, men dette er i modstrid med eksistensen af nulpunkter med vil-
karlig stor realdel, altsd ma antagelsen vaere forkert. O

Setning 9 (Entydighedssaetningen for Dirichletraekker). Lad der vere givet
to Dirichletrekker Y o | are ™% og >_p- | be ** med absolut konvergensabcisse hen-
holdsvis a1 < o0 0g g < 00, og kald de tilsvarende holomorfe funktioner f og g. Huis
f og g stemmer overens pd en falge z, af punkter der opfylder lim,,_,. Rz, = 00, sd
er a, = by for alle k.

Bevis. Brug lemma 8 pa f(z) — g(2). O

Hvis de to Dirichletraekker var af ,potensraekketypen” kan vi bemsaerke, at w =
e~ ? transformationen afbilder fglgen af lighedspunkter pa en fglge med fortatnings-
punkt i 0 (som ogsa er potensraekkens udviklingspunkt). For at udvide den velkendte
setning for potensrakker til at gaelde for Dirichletraekker af enhver type, er vi altsa
ngdt til at skerpe kravene for fglgens opfgrsel.

Det er vasentligt for ssetningen, at vi har et omrade med absolut konvergens,
for Bohr [2] har vist, at der findes en Dirichletraekke med nulpunkter med vilkarlig
stor abcisse, hvilket lemma 8 siger ikke kan forkomme hvis Dirichletrackken har et
omrade med absolut konvergens.

Litteraturliste

[1] Harald Bohr: Bidrag til de Dirichlet’ske Rekkers Theorie, 1910.

[2] Harald Bohr: Beweis der Existenz Dirichletscher Reihen die Nullstellen mit be-
liebig grosser Abszisse besitzen, 1911.

[3] G. H. Hardy: The general theory of Dirichlet’s series, 1915.

[4] Borge Jessen: Forelesninger over udvalgte emner fra analysen, fordr 1967.



En Nasten-entydighedssaetning for
polynomier
Henrik L. Pedersen

1. Vi lader P(z) betegne et polynomium (med komplekse koefficienter) af grad
n. Algebraens fundamentalsatning siger, at der er pracis n lgsninger til ligningen
P(z) = a for hvert givet komplekst tal a. Her er det vigtigt, at vi medregner lgsnin-
gernes multiplicitet; der er jo ikke sikkert, at der er n forskellige lgsninger. Faktisk
kan der veere alt fra 1 til n forskellige lgsninger.

Lad os nu taenke os, at vi lgser to ligninger P(z) = a og P(z) = b for to forskellige
komplekse tal a of b. Hvor mange forskellige lgsninger er der i alt til disse ligninger?
Der vil faktisk vaere mindst n + 1 forskellige lgsninger. Jeg vil endnu ikke afslgre
beviset for denne kendsgerning, men blot bemaerke, at vi far brug for den under
udledningen af artiklens hovedresultat.

I denne artikel skal vi se pa et resultat, som man kunne kalde for en nzesten-
entydighedssatning. Lad os tage to polynomier P og () af samme ukendte grad og
lad os antage, at

P=i({0,1}) = Q7 ({0,1}). (1)

Er der en sammenhaeng mellem P og Q)7

Hvis Q@ = 1 — P eller Q = P sa kan vi slutte, at relationen (1) geelder. Gelder
det omvendte ogsa?

Lgsningen pa dette problem skyldes Ostrovskii, Pakovitch og Zaidenberg. Jeg
hgrte Ostrovskii’s foredrag ved en konference i Trondheim i Norge i 1996. Lgsningen
er, synes jeg, meget elegant og ganske indbydende.

Resultatet lyder som fglger.

Seetning 1. Lad P og Q vere polynomier af samme grad. Lad A vere en kompakt
mengde bestdende af mindst to punkter. Hvis P~Y(A) = Q (A) da geelder

hvor l er en drejning omkring et punkt i den komplekse plan, som forer A over i sig
selv.

I mere teknisk terminologi er konklusionen i saetningen altsa, at P(z) = [(Q(z)),
med '
l(w) = e®(w — a) +a,

peERogacC
I det tilfeelde hvor A bestar af netop punkterne 0 og 1, er [ siledes en drejning
omkring 1/2 med vinkel 7 (eller den identiske afbildning).



2. Lad mig starte med at give et par resultater, som omhandler polynomier af samme
grad. Resultaterne bevises v.h.a. residueregning og er relativt elementaere. Alligevel
synes jeg, at man fornemmer et vist bid i dem.

Lemma 2. Lad P(z) = pp2" + ...+ po 09 Q(2) = qn2"™ + ... + qo veere polynomier
af samme grad n > 1. Da geelder, for a € C,

> oQn =M,

AeP~1(a) Pn
hvor b ikke afhenger af a.

Inden jeg giver beviset, er det godt at sige, at vi i ovenstaende sum medregner
N'ernes multiplicitet. Selve beviset gar pa folgende made. Vi starter med at vaelge
R sa stor, at |P(z)| > |a| + 1 for alle komplekse tal z, som opfylder |z| > R. Med
dette valg af R er alle nulpunkter for P og for P —a indeholdt i cirkelskiven |z| < R.
Endvidere vil |a/P(z)| < 1, sa der gaelder ogsa, at

= a* B 1

(P(2)Ft P(z) —a’

k=0

Residuesatningen giver derfor, ssmmen med ombytning af sum og integral, at

ZQ _ 1 Q()()dz

A i) 2 Juon P(2) -

_ Q Q(z)P'(2)
- sz (ZE)Ga

|z|=R

Vi ser nu naermere pa hvert enkelt kurveintegral i denne sum. Det fgrste, hvor k = 0,
er lig med summen af polynomiet )’s veerdier i nulpunkterne for P — medregnet
multiplicitet. Dette folger igen af Residuesaetningen (det er faktisk indholdet i forste
del af formlen oven over, hvis @ er nul). Denne verdi kalder vi for b, og bemarker,
at b ikke atheenger af a. Om det naeste kurveintegral gaelder

1[0 QPG ,
2mi Jior (P(2))? Pn

Igen er Residuessetningen i spil, men det er lid¢ kringlet, si lad mig ga mere i

detaljer. Man kunne bruge partialbrgksfremstillingen for den rationale funktion inde

i integralet, men det er at betegne som varende temmeligt teknisk. Lad mig derfor

give fglgende argument. Ved Residuesatningen kan man se, at ovenstaende integral
ikke sendrer vaerdi, nar radius i integrationscirklen vokser. Altsa ma kurveintegralet

have vaerdien P
z)P'(z

lim M dz.

S—oo fi, 12 (P(2))
Denne graenseveerdi udregnes ved at indsaette parameterfremstillingen z = Se® o
sa ombytte graensevaerdi og integration. Integranden vil nemlig da fa udseendet

qneintsn % npnei(n—l)tsn—l 4.,
p2eZintSn

x iSe,
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som konvergerer mod ing,/p, for S giende mod uendeligt (endda uniformt i vari-
ablen t).

Et ganske tilsvarende argument kan anvendes pa de gvrige kurveintegraler. Her
finder man, at veerdierne alle er nul, idet navnerens grad (i S) er mindst to stgrre
end teellerens grad.

Lemma 3. Lad P og Q vere som i Lemma 2. Antag videre, at ay,... ,a, € C,
€1y---,6m € C og Y750 €5 =0. Da geelder

Ze] Z QA nqn25J“J

Jj=1  XeP~1(aj)

Beviset fglger ved at bruge Lemma 2 pa hvert af de m led og sa udnytte, at
> i1 &b =0 da b ikke afheenger af j.

3. Nu springer vi over til polynomier af mindste afvigelse. Disse polynomier optraeder
i fundamentet for approksimationsteori. Vi skal bruge to fundamentale (men ikke
seerligt dybtliggende) resultater om saddanne polynomier. Lad os tage et heltal n > 1
og en ikke tom kompakt maengde K i den komplekse plan. Vi definerer

Po={P(z)=2"+c, 12" "+ ...+ ¢},
altsa er P, maengden af moniske polynomier af n’te grad. Vi satter videre
1P| = max{|P(z)|[z € K },

for P € P,.

Vi skal betragte stgrrelsen inf{||P||| P € P, }. Denne stgrrelse er et udtryk for,
hvor meget moniske polynomier af grad n mindst ma afvige fra nulpolynomiet over
K. Et polynomium P, € P, kaldes et polynomium af mindste afvigelse hvis

|| Pol[ = inf{|[P]|| P € Pn }.

De fgrste to spgrgsmal man bgr stille sig selv er naturligvis: Findes et polynomium
af mindste afvigelse altid? Og: Hvornar er der kun et sadant polynomium? Altsa
eksistens og entydighed.

Eksistensen fglger ved et kompakthedsargument. Generelt er der ikke entydighed
(og det er vel ikke overraskende). Om entydigheden galder nedenstiaende resultat
(der igvrigt gar tilbage til Kolmogorov og endda helt til Tonelli). Resultaterne kan
findes i f.eks. Lorentz’ bog om approksimationsteori, se |1, p.17 og p.26].

Saetning 4. Huvis K indeholder mindst n + 1 punkter sd findes et entydigt bestemt
polynomium af mindste afvigelse i P,,.

Polynomier af mindste afvigelse fremkommer, nar vi gnsker at beskrive bedst
mulig approksimation af 2" med polynomier af grad hgjst n — 1 over K. Afstanden
mellem 2" og d,_12""' + ...+ dy méales som

sup{[z" — (dp_12" ' 4+ ...+ do)|| z € K}.

11



Denne stgrrelse er imidlertid normen af et monisk n’te grads polynomium. Et poly-
nomium () af grad hgjst n — 1 er dermed en bedst mulig approksimation til 2™ hvis
og kun hvis 2" — Q(z) er af mindste afvigelse i P,,.

Lad mig bruge lejligheden til at sige lidt mere om tilfeeldet K = [—1, 1], som
vedrgrer Chebychev polynomier.

Figur 1: To Chebychev polynomier.

I dette tilfzelde er polynomiet af mindste afvigelse i P, lig med T,,(x)/2"~!, hvor
T,, er det n’te Chebychev polynomium. Disse Chebychev polynomier opfylder, at

T.(z) = % ((:L"—|— Va?— 1>n+ (:L" — V2 — 1>n) .
Det vel ikke klart, at det her er et polynomium. Men det er det altsa. Szedvanligvis
defineres fglgen {7,,} rekursivt eller ved at inddrage cosinus funktionen.

Pa Figur 1 findes graferne for T3 og Tyy (mellem —1 og 1). Fglgen {7,,} udggr
endvidere en ortonormalbasis i Hilbertrummet L?(p), hvor du(z) = 1/v/1 — 22dx
for x €] — 1, 1[. Hermed er vi inde i teorien for ortogonale polynomier.

Vi definerer, for et vilkarligt polynomium P,
A(P) = P(K) N 9K(0, |[P]]).

Denne mangde bestar netop af de punkter i billedmaengden P(K), som har stgrst
mulig absolutvaerdi. I alle tilfeelde ma A(P) vaere ikke-tom: hvis den var tom, ville
vi kunne ggre radius i cirklen /idt mindre. Det strider imidlertid mod definitionen af
1P

En lignende, men vel ikke helt s& oplagt, observation er fglgende: Hvis P er
et polynomium af mindste afvigelse, s& kan A(P) ikke veere indeholdt i en cirkel-
bue af leengde skarpt mindre end halvdelen af omkredsen i 0K (0, ||P||). Den mest
illustrative made at se det pa, er ved at betragte Figur 2. 11 11

Den lidt uformelige fuldt optrukne klat skal forestille veerdimaengden P(K), me-
dens cirklen har centrum nul og radius ||P||. Hvis nu veerdimaengden kun rgrer ved
cirklen i punkter, som er indeholdt i en lille cirkelbue, da kan vi — som antydet
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Figur 2: Verdimangden P(K) flyttes lidt leengere ind i cirklen.

pa figuren — flytte vaerdimeengden lidt, sa vi far en meengde som ligger helt inde i
cirklen. Dermed mé denne maengde ligge i en lidt mindre cirkelskive med centrum i
0. Med andre ord kan vi altsa laegge lidt til konstantleddet i vores polynomium af
mindste afvigelse og fa et nyt monisk polynomium af samme grad og med mindre
norm. Dette strider mod, at vores polynomium var af mindste afvigelse.

Vi far endvidere brug for fglgende resultat.

Proposition 5. Lad os antage, at K er en kompakt mengde, som indeholder mindst
n + 1 punkter. Lad videre P € P, og antag at

1. A(P) ikke er indeholdt i en cirkelbue pd 0K (0,||P||) af lengde mindre end
|| P, og at
2. P7Y(A(P)) C K.
Da er P polynomiet af mindste afvigelse i P,,.

Beviset ser sadan ud. Den fgrste antagelse sikrer, at 0 er en konveks linearkom-
bination af punkter pa A(P). Man overbeviser sig om, at det mé vaere tilfeeldet ved
at betragte Figur 3 et stykke tid. Her synes jeg egentligt, at et overbevis er mere
velvalgt end et bevis.

Der findes altsa ai, . . . , am € A(P) og ikke-negative tal 1, . .. , ft, med Y70 p; =

1 sddan, at
m
> uid; = 0.
i=1

Vi tager kompleks konjugering her, fordi det viser sig at veere smart. Der galder,
idet |a;| = || P, at

m
P> =) pjlayl*.
Jj=1
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Figur 3: 0 er en konveks kombination af tre sorte punkter i A(P).

Lad nu @) vere et vilkarligt monisk n’te grads polynomium. Vi bruger Lemma 3
med ¢; = p;a; og far da (idet vi husker, at P og @) er moniske polynomier), at

dowia D> QN =n) el
j=1 )\EPil(aj) 7j=1

Den anden antagelse sikrer os, at hvert A i sidste sum tilhgrer K, hvormed |Q(\)| <
||@]]. Alt i alt har vi saledes, idet der for hvert j er n Xer,

n|PIP=n) pilal” = D ma > QW
j=1 j=1

)\EP_I((L]‘)
< > wllPl@ln.
j=1
Dette viser imidlertid, at ||P|| < ||@||, hvormed P er af mindste afvigelse. Entydig-
heden fglger af Kolmogorov’s og Tonelli’s satning.

4. Nu kan vi faktisk give et rimeligt kort bevis for Seetning 1. Lad os defor antage,
at P~1(A) = Q '(A) for to polynomier P og @ af samme grad n > 1. Vi definerer

K =P l(4) = Q~1(A).

Som nzvnt i indledningen ma K besta af mindst n + 1 punkter. Nar R er tilstraek-
keligt stor, betragter vi maengden

M={(a,p)‘|a|§R,0§p§R,Agm}.

Denne mangde er — ser man — en afsluttet delmaengde af den kompakte maengde
K(0,R) x [0, R] og er dermed selv kompakt. P4 grund af dette og — om man vil -
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kontinuiteten af funktionen (a, p) — p findes der et par (a,p) € M sa A C K(a, p) og
hvor p er mindst mulig med denne egenskab. Vi vaelger sadant et par og bemaerker,
p mé veere positiv, idet A bestir af mindst to punkter.

Vi betragter nu det moniske polynomium P = (P — a)/p,, som jo afbilder K pa
mzngden (A — a)/p,. Der gzlder, at A(P) ikke kan vzere indeholdt i en cirkelbue af
laeengde strengt mindre end 7p/|p,|. For, hvis dette var tilfaeldet, da kunne vi ggre
p lidt mindre (som illustreret ved Figur 2) og det strider mod den egenskab p har.
Videre galder, pr. definition, at

P Y{(A(P)) C K.

Ved at bruge Proposition 5 ovenfor ser vi derfor, at P ma vaere_polynomiet af
mindste afvigelse. Et ganske tilsvarende argument giver os, at ogsad @ = (Q — a)/q,
er polynomiet af mindste afvigelse. P4 grund af entydigheden mé der dermed gzelde,
at P = Q. Da vi ogsa har ||P|| = p/|pn| og |Q|| = p/|gn| ma |pa| = |gn| 0g dermed
Pn/qn = €. Dette giver sa

P(z) = e?(Q(2) — a) + a = 1(Q(2)),
med /(w) = e®(w — a) + a. Endeligt har vi (som tidligere bemaerket), at P(K) =
P(P7'(A)) = A (og tilsvarende for @), s& der geelder A = [(A). Med andre ord er
A invariant under /.

Hvordan eftervises den kendsgerning, jeg navnte i indledningen? Man kan talle
nulpunkter for det differentierede polynomium. Jeg vil ikke sige mere om det her;
prgv selv at lave argumentet.

Litteraturliste

[1] G. G. Lorentz, Approximation of Functions. Hole, Rinehart and Winston,
1966.

[2] I. V. Ostrovskii, F. B. Pakovitch, M. G. Zaidenberg, A remark on complex
polynomials of least deviation. Internat. Math. Res. Notices 1996, no. 14.

Opgavelgsninger

Kort efter at sidste nummer var kommet pa gaden, modtog vi fra Asger Alstrup
Nielsen, fglgende mulige forklaring pa hvorfor ingen havde kunnet lgse opgaven om
talreekken 1,5,4,9,8,6,7,10,2,3: ,Normalt far vi ikke jo opgaverne pa dansk, sa lad
os prgve igen pa engelsk: 8 54 917 6 10 3 2, og hvis 11 skal med, skal det ind
som nummer 2“. Nu burde alle kunne lgse opgaven, og vi vil lade opgaven hvile her.
Angaende de opgaver vi stillede i sidste nummer, sa venter vi spaendt pa lgsninger,
vi vil ligefrem overveje at praemiere lgsninger.

!Bladet har ikke pkonomi til at udlode biler eller jordomrejser, men en lille ting kan vi nok finde
ud af.
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Det politiske liv

Stefan L. Mabit

Er der overhovedet overskud blandt de studerende til studenterpolitik?

Er der plads ved siden af det faglige og sociale engagement? Det er ikke givet
pa forhand, og det behgver der ikke ngdvendigvis vaere hos alle studerende. Der kan
og bgr dog vaere en interesse hos alle, for det er via politikken pa studierne, at vi
har inflydelse pa vores uddannelser. Derfor dette forsgg pa at give stof til eftertanke
eller mere pracist at give studenterpolitiske tanker frit lgb.

Lokalt star vi i E-bygningen midt i en sammenlaegning af studienavnene. En
beslutning, der er blevet mgdt med lige dele apati og antipati, men ikke desto mindre
en realitet. Som studerende kan vi habe pa at det nye studiensevn vil vaere i stand
til at se ud over de snavre faggraenser, der skiller vores fag, og sgrge for at alle de
fire studier varetages pa bedst mulig vis. Vi har alle en studerende valgt specifikt
for at repraesentere de studerende pa vores fag, men man har lov at habe, at de alle
fem vil samarbejde, sa de kommer til at fremsta som en samlet repraesentation for
de studerende i bygningen.

Over den lokale sammenlaegning svaever langt mgrkere gkonomiske skyer pa
fakultets- og universitetsniveau. De narmere omstaendigheder for nedskaeringerne
er grundigt beskrevet i Hovedomradet og den fremtidige betydning for instituttet
kan kun de faereste gisne fornuftigt om. En ting, vi som studerende bgr ggre os
klart, er, at vores studier i krisetider bliver filet, beskaret og opstrammet i et forsgg
pa at ggre dem gkonomisk rentable. Der sker derfor en del sndringer de fleste til
det veerre, og det er derfor vigtigt, at vi som studerende er med til at vaelge det
bedste onde. At vi giver vores mening tilkende sa studierne ikke skares ad hoc og
at vi stgtter vores folk i de forskelllige udvalg ved at komme med input, sa de kan
mangvrere bedst muligt i det gustne farvand.

Til sidst skal der bemarkes endnu en grund til, at vi bgr mere pa vagt i den
kommende tid. Las dekanens lgse ideer i det seneste nummer af Hovedomradet.
(nsker vi som studerende vores studier beskaret med en femtedel? @Onsker vi, at der
kommer kunstige adgangskrav om karakterer? Hvis vi gor det sa er den apati som
praeger den generelle studerende fyldestggrende.
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