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Leder

Velkommen til 13. drgang af FAM@S. Man siger at 13 er et ulykkestal, lad os habe at
det ikke kommer til at betyde at 13. &rgang bliver den sidste for FAM@S. Hvis vi ikke
far flere redaktgrer kunne dette imidlertid meget nemt blive tilfaeldet, vi er sjaldent
mere end 3 aktive redaktgrer p& hvert nummer, og det er altsa lige i underkanten af,
hvad der er sjovt. Det er ellers badde sjovt og hyggeligt at redigere FAM@S, og det er
ikke nogen saerlig hdrd opgave. Den stgrste del af redaktionsarbejdet er de 4 arlige
klippe-klistre-mgder!.

Vi kreever ikke andet af dig, for at du kan blive medredaktgr, end at du kan afse
en lgrdag eller sgndag 4 gange om aret. Selvom du méaske ikke selv tror, du er sarlig
god til matematik, s& er du med garanti god nok til at blive FAM@s-redaktgr. Hvis
det i stedet er KTEX der skraeemmer, har du heller ikke noget at frygte, vi skal hurtigt
fa leert dig den smule I¥TEX, du far brug for, og hvis du alligevel far problemer, kan
vi sandsynligvis hurtigt 1gse dem.

Udover almindelige redaktionsmedlemmer, har vi ogsd hardt brug for en kreativ
person, der kan producere nogle illustrationer, der kan ggre bladet sjovere at lase.

Hvis nogle af jer, inspireret af sidste nummer af FAM@S, har eksperimenteret
med slipseknuder, vil vi gerne hgre om jeres erfaringer. Hvilke knuder er nemme at
binde? Hvilke er gode, nar man skal i byen for at score? Tager liberale mennesker
afstand fra dig ndr du bruger kommunistknuden? Billeder er meget velkomne!

Til sidst skal der lyde et ekstra velkommen til alle de nye studerende, vi haber,
at I nyder at laese det fag, I nu er gdet igang med, og @gnsker jer held og lykke med
studierne.

!Navnet stammer fra en svunden tid, hvor der var bade saks og klister involveret i fremstillingen
af FAM@s, i dag klarer vi stort set alt p4 computere.
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Semesterstartsfest pA Matematisk afdeling
Henrik Chr. Grove

Efter et ars pause holdt matematisk afdeling igen i ar semesterstartsfest for alle
ansatte, andendels- og tredjearsstuderende.

Arrangementet startede med at Jesper Michael Mgller holdt en festforelaesning
om knudeteori. Jesper fortalte om begreber som krydsningstal, Rademeistertrak,
chirale knuder, Jones- og bracketpolynomier'. Undervejs illustrede Jesper et par
gange teorien med en plastikslange, som han kunne skille ad og danne forskellige
knuder med.

I 1gbet af forelaesning naevnte Jesper et par ulgste problemer som han foreslog til-
hgrerne at g& hjem og arbejde med; hvis nogen af jer skulle 1gse et af disse problemer,
bringer FAM@S gerne en artikel!

Efter forelaesningen var der faellesspisning i sydenden af vandrehallen. Det havde
nok veeret en god idé hvis arranggrerne havde sgrget for en ,,bordplan® eller p& anden
vis sgrget for at fordele folk noget bedre, end de selv kunne, faktum er i hvert fald
at bortset fra Sgren Eilers s havnede samtlige tilstedevaerende af de fastansatte ved
det samme bord.

Maden var en kinesisk buffet, med et passende antal forskellige retter, og smagte
udemeerket, og der var nok af den. Desvaerre var der ikke taget hensyn til vegeta-
rer, s& det var lidt trist at sidde overfor Kirsten, der matte ngjes med at spise de
peberfrugter, der var tilbehgr til nogle af retterne.

Efter maden var det tid til lidt underholdning, og i &r havde arranggrerne fundet
pa at der skulle veere saxkkevaeddelgb underdgrs, sd folk fik 5—10 minutter til at
danne fem-personers hold. Da der var blevet dannet 7 af disse (hvilket betgd at
nasten alle tilstedevaerende deltog) gik vi alle ud i mgrket. Efter en enkelt tyvstart,
som blev straffet med en forleengelse af det pagaldende holds bane, gik lgbet i gang.
Da det nogle minutter senere var overstaet, var der ingen tvivl om, hvem der var
kommer sidst (men vi haenger ikke nogen ud her), hvem der havde fundet var der
derimod delte meninger om. Da pramien skulle uddeles méatte dommeren da ogséa
indrgmme at det havde veeret s mgrkt, at han ikke havde veret i stand til at se,
hvem der vandt, men var blevet truet til at udnaevne ,,Gorensteins tykke drenge® til
vindere. Nogle af de andre hold protesterede noget, men da der ikke var nogen, der
kunne fremvise et matematisk stringent bevis for, at de skulle have vundet, blev det
som dommeren sagde.?

Alt i alt var det en ganske hyggelig aften, som dog godt kunne have talt stgrre
opbakning fra de ansattes side. En tak til Anders Frankild og Rasmus H. Nielsen
som stod for det praktiske i arrangementet.

!Efter visse tilhgreres mening, et studium i uheldig notation

2Det er pa den anden side set ikke veerre end for to ar siden, hvor underholdningen bestod af
en quiz mellem studerende og ansatte, hvor en del spgrgsmal var lavet speielt til den ene gruppe
(og det var ikke de ansatte), som fglgelig vandt en overbevisende sejr.
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Opgaver

Henrik Chr. Grove

Opgave 1

Vi kender alle tallene fra 1 til 10, men kender I dem godt nok til at kunne gennemskue
systemet i fglgende opskrivning?

1,4,5,9,8,6,7,10,2,3

Opgave 2

Vis, at der ikke findes noget naturligt tal n s n! ender pé& precis 11 nuller.

Opgave 3

100 studerende far tildelt et skab, nummeret fra 1 til 100. Den fgrste studerende
abner alle 100 skabe, derefter kommer den anden studerende og lukker alle de skabe
hvis nummer er et multiplum af 2. Bagefter kommer studerende nummer 3 og skifter
status pa alle skabe hvis nummer er deleligt med 3, dvs. han lukker skab nummer 3
(som stod abent9 og &dbner skab nummer 6 (som var lukket). Studerende nummer 4
e@ndrer status for de skabe hvis nummer er deleligt med 4, osv. Spgrgsmaélene er nu:

1. Hvilke skabe vil vaere abne nar alle 100 studerende har vaeret forbi?
2. Hvor mange skabe, og hvilke, er blevet rgrt praecis 2 gange?
3. Hvilke(t) skab(e) blev rgrt flest gange?

Opgave 4

Lad n og w1, xs,...x9, 1 vere hele tal. Vis, at man altid kan velge n af z;’erne
sddan at deres sum er delelig med n.



Hukommelse og hovedregning

Rasmus Borup Hansen og Henrik Chr. Grove

I denne artikel skal vi se pd matematikere, der har vist ekstraordinaere evner til

at huske og regne. Vi skal ogsd se pa nogle mennesker, der ikke havde matematiske

evner, oftest ingen uddannelse, men alligevel var i stand til at fremvise evner indenfor

hjernegymnastik, der kunne chokere deres samtidige og stadig i dag kan forblgffe os.
Lad os fgrst naevne John Wallis, hvis regneevner er beskrevet i [2]:

[Wallis| beskeftigede sig selv med (i hovedet) at udregne heltalsdelen af
V3 - 10%0; og adskillige timer senere skrev han resultatet ned fra hukom-
melsen. Dette tiltrak en del opmarksomhed, og to méneder senere blev
han udfordret til at udregne kvadratroden af et tal med 53 cifre; han
gjorde dette i hovedet, og en maned senere dikterede han svaret, uden i
mellemtiden at have skrevet det ned.

Selvom dette lyder forblgffende er det ret typisk for de evner, vi skal beskrive i
denne artikel. Det er kombinationen af en utrolig hukommelse og regneevner, som
ser ud til at forekomme hos mange af dem, vi beskriver. Der er dog et punkt der
adskiller Wallis fra de andre, vi beskriver. Han var 53 &r gammel, da han udfgrte
de ovenstdende handlinger. De fleste af de andre, vi beskriver, var pa toppen som
bgrn, ofte omkring 10 ar gamle.

Lad os som den nzste betragte von Neumann, hvis evner er beskrevet i [5] af
Herman Goldstine:

Sa vidt jeg kan sige, var von Neumann i stand til efter at have laest
en bog, at gengive den ngjagtigt; han kunne endda ggre det ar senere
uden at tgve. Han kunne ogsa oversaette den uden hastighedstab fra dens
originalsprog til engelsk. Ved en lejlighed afprgvede jeg hans evner, ved
at spgrge ham, hvordan ,Tale of Two Cities* starter. Herpa begyndte
han umiddelbart at recitere det fgrste kapitel og fortsatte, indtil han
blev bedt om at stoppe efter 10-15 minutter.

Von Neumanns evne til hovedregning er kilden til et stort antal historier, som
uden tvivl er blevet bedre med tiden. Det er sveert at skelne mellem fup og fakta. Det
er imidlertid sikkert, at multiplikation af to 8-cifrede tal i hovedet, var en opgave, han
klarede uden at anstrenge sig. Igen lader det til, at von Neumanns naeste perfekte
hukommelse spillede en stor rolle for hans regneevner.

Andre matematikere, der har vist store evner i hjernegymnastik, er Ampére,
Hamilton og Gauss. Kun en matematiker har nogensinde beskrevet i detaljer hvordan
han var i stand til at udfgre utrolige ting med hukommelse og hovedregning. Det
drejer sig om A. C. Aitken, se [6], [1] og [4], hvis metoder vi vil se pa senere i artiklen.
Lad os imidlertid fgrst beskrive nogle ikke-matematikere.



Zerah Colburns evner er beskrevet i [2], [7] og [8]. Han blev fgdt i Vermont,
U.S.A. 1 1804 og besggte i 1812 Europa, hvor han demonstrerede sine evner:

Han kunne gjeblikkelig finde produktet af to 4-cifrede tal, men han tg-
vede, hvis begge tal oversteg 10000. Bland de opgaver, han blev stillet,
var at oplgfte 8 til 16. potens; pad fa sekunder gav han svaret 281 474
976 710 656, hvilket er korrekt. ... han arbejde langsommere, nar han
blev bedt om at oplgfte 2-cifrede tal som 37 eller 59 til hgje potenser.

Spurgt om faktorerne i 247483, svarede han 941 og 263; spurgt om
faktorerne i 171395, sagde han 5, 7, 59 og 83, spurgt om faktorerne i
36083, sagde han, at der ingen var. Han fandt det imidlertid sveert at
besvare spgrgsmal om tal stgrre end 10000.

Colburn er interessant af flere grund. For det fgrste pavirkede han Hamilton
til at beskeeftige sig med matematik, for det andet udviste han et typisk traek for
uuddannede, hurtigregnere, nemlig at hans evner blev mindre, efterhdnden som han
uddannede sig. Dette er formentlig pd grund af, at sddanne evner kraever meget
daglig treening, og at uddannelse tager for meget tid.

George Parker Bidder blev fgdt i 1806 i Moreton Hampsted, Devonshire i Eng-
land. Han mistede ikke sine evne efterhdnden som han blev uddannet, og han skrev
en interessant beretning om hans evner [3]. Det er veerd at navne, at andre med-
lemmer af hans familie ogsd havde en ekseptionelle regneevner og hukommelse. En
af hans brgdre kunne biblen udenad, en anden bror, der var aktuar, var sd uheldig
at miste alle sine bgger i en ildebrand, men det var ikke et stort problem for ham,
idet han i lgbet af 6 méaneder skrev det hele ned igen efter hukommelsen. En af
Bidders sgnner var i stand til at gange to 15-cifrede tal sammen, men han var lang-
sommere og mindre ngjagtig end hans far. Bidder beskrev, hvordan lyden af tallene
var vigtigere for ham end deres visuelle reprasentation [3]:

. hvis jeg bestraeber mig pd at fiksere tal, der er repraesenteret pa pa-
pir, i min hukommelse, tager det mig meget leengere tid, og det udmatter
mig betydeligt mere, end hvis de bliver udtrykt verbalt. ... hvis jeg skal
finde produktet af to 9-cifrede tal, som bliver laest til mig, behgver jeg
kun hgre dem én gang; men hvis de reprasenteres pa sadvanlig vis, og
jeg far dem i handen, skal jeg formentlig gennemlaese dem fire gange, fgr
jeg kan gentage dem, og jeg vil ikke forestille dem mig helt sa livligt.

I det 19. &rhundrede var det meget populaer underholdning at se ekstraordinaert
begavede bgrn udfgre udregninger. Og da der derfor var et marked for sddanne
opvisninger, blev bgrn, der sd ud til at have de rette evner, opfordret til at traene
héardt, sa de kunne tjene penge.

En person, der ikke lavede opvisninger, skgnt han sagtens kunne male sig med
dem, der gjorde, var Trueman Henry Stafford fra Vermont i U.S.A. H-W. Adams
skriver om Stafford:

Udregn i hovedet produktet af 365 365 365 365 365 365 og 365 365 365
365 365 365. Han féor omkring i rummet, trak sine bukser op af stgvlerne,
bed i sine heender, rullede med gjnene, smilede og talte undertiden og s



ud til at lide, indtil han inden der var géet et minut sagde 133 491 850
208 566 925 016 658 299 941 583 225!

Stafford tog senere en grad ved Princeton og blev astronom. Hans evner til
hovedregning forsvandt langsomt med tiden.

P3a mange méder er den mest interessante af alle disse folk A.C. Aitken. Grunden
er, at han ikke udviste sit talent som ung ligesom de fleste andre. Derimod udviklede
han sine evner, som han beskriver [4]:

Fgrst da jeg var 15 ar fglte jeg, at jeg kunne udvikle serlige evner,
og 1 nogle ar derefter gvede jeg mig uden at fortelle det til nogen pa
hovedregning som en anden brahman yogi, lidt mere her, lidt mere der,
indtil hvad der fgrst var svaert stille og roligt blev lettere og lettere . ..

Aitken blev en fremragende matematiker og anvendte sin hukommelse pad mange
nyttige mader i sit job:

Néar han studerede et nyt nummer af et matematisk tidsskrift, behgvede
han kun at kigge i dit side for side, idet han bladrede med en hastighed,
hvor en almindelig laeser kun ville opfatte omtrent et halvt dusin linjer.
Efterfglgende diskussioner slog fast, at han havde opfattet alt, hvad der
var. Og, som han sagde, han glemte aldrig noget, nar fgrst han havde
set det.
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Summernes Harmo9
9 Formler for Summer

E. Sparre Andersen og Mogens Esrom Larsen

I matematik har vi ofte fornemmelsen at det betaler sig at generalisere. Det fremhae-
ver det vaesentlige og ggr problemerne mere overskuelige og lettere at lgse. I denne
artikel giver vi en raekke eksempler pd generalisationens forblgffende beviskraft — i
mange tilfaelde ggr den rigtige generalisation beviset fuldstaendig trivielt.

Eksemplerne er hentet blandt formler for summer af produkter som indeholder
harmoniske faktorer. Vi skal derfor minde om differensregningens teori.

Differensregning minder meget om differentialregning. Ligesom det er nemt at
finde et integral af en funktion, der har en stamfunktion, er det nemt at summere
differenser:

Y fk+1) = f(k) = f(n+1) = f(0) (1)
k=0

Og ligesom vi har integraler, der kan bestemmes for visse heldigt valgte graenser,
men ellers ikke, er der sumformler der kun er pane for det rigtige valg af graenser:

> ()

Og ligesom vi har fundet ved differentiation af potenserne at vi kan integrere alle
potenser pa neer x~! s3 finder vi ved at tage differenser af faktoriellerne,

[II(z—j) neN
[z], =<1 n=>0
H_n . —HGN,$¢{1,2,"',—TL}

i=1 z+j

der er velvalgte analogier til potenserne, at med differensoperatoren
Apf(k) = flk+1) = f(k).

geelder den analoge formel til 2 = pa"~!

Aglk], = nlk]n1

som tillader os at summere alle faktorieller undtagen



Og ganske som vi snyder os til en lgsning ved at definere logaritmen som denne nye
stamfunktion indfgrer vi i differensregningen de harmoniske tal

= Z L Z[k]—l

k=0

Og ligesom man kan udregne mange integraler af udtryk med logaritmer findes der
sumformler hvori harmoniske tal indgar som faktorer. Nogle tillader endog generali-
sation til de generaliserede harmoniske tal som defineres for m,n € Z og c € C\ —N

1
gy
ST

I tilfeelde af at

reformulerer vi (1) som

eller uden greenser som

> g(k)dk = f(k)

funktionen f som den ubestemte sum af funktionen g.

Der findes en hel del sumformler i litteraturen med forblgffende komplicerede
beviser som ikke skal gentages her. De fleste af disse formler er i virkeligheden
trivielle i fglgende forstand: Der findes en generalisation til en ubestemt sum hvis
bevis blot bestar i udregning af differensen af resultatet.

De simpleste sumformler der blot har en enkelt faktoriel faktor eller divisor ser
i generalisationen sddan ud:

C+k]m“ H, W) — m# —1
> e+ klnH) 0k = <<H( S)Q H(2)+)1> o (1)

k

for ce C, ogm € Z.

Specialtilfeeldene hvor m > 0 og ¢ = 0 findes i [5], formel 1.45 og i [4], formel
6.70, mens formlen for m = —1 og ¢ = 0 findes i [4], formel 6.71.

Disse formler generaliseres til generaliserede harmoniske faktorer af anden orden
til den knap s& kgnne men lige si trivielle formel:

> e+ K HE 0k
= ; ([C—l— k]erlH(Qk) _ ( lk) i ‘ m j[c+ k’] ) (H)

Com+1

J=1
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for c € C ogm > 0.
I|7] finder man som formel 6.7.1

Snt ()= @)

med ikke mindre end 5 forskellige komplicerede beviser.
Den narliggende generalisation er at erstatte gransen n i binomialkoefficienten
med et vilkarligt komplekst tal, x, idet vi definerer binomialkoefficienten som

(:c) _ % for k € N,
k 0 for—keN

Denne definition giver den trivielle generalisation af (2):

e (= co (G0 )m2(0)

Der findes ogsa formler med binomialkoefficienten som divisor. I [7] finder man
som formlerne 6.7.6 og 6.7.7

2n on\ ! n 1
—1)kt Hy, = Ho,
2 (=) <l<;) g 2(n+1)2+2n—|—2 2

2n—1
9 —1 9
" Hk: " _m,
2n + 1

k=1

begge med lange beviser. Igen giver den narliggende generalisation at erstatte 2n
eller 2n — 1 i binomialkoefficienten med et vilkarligt komplekst tal, x, den trivielle

formel:
So() e S ) ()

Denne formel kan i gvrigt generaliseres yderligere til den stadig trivielle formel:

S o= e (g ) )

forudsat t —y — 1 # 0 og x & N.

Da binomialformlen er defineret for vilkarlige komplekse veerdier af n kan vi
specielt vaelge —n € N og ved at skifte fortegnene pa faktorerne i faktoriellen [—n]
skrive den som [—n|, = (—1)¥[n + k — 1].. Nar vi derfor i [7] finder som formel 6.7.2

e
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synes vi den bliver kgnnere ved omskrivningen til

2 () ()-S5 ®

k=1

Ogsa denne formel lader sig generalisere men ikke til den rene trivialitet.

I dette tilfeelde bevises formlen let men dog med brug af Chu—Vandermondes
identitet, som fgrst blev fundet af Shih—Chieh Chu i 1303 i Kina [1, 6], siden genop-
daget af Alexandre-Théophile Vandermonde (1735-1796) i 1772, [10]. Den skrives

oftest
26

Chu—Vandermondes formel siger at hvis vi skal udtage n kugler af en urne med
x bla og y réde kugler s& er det jo summen af de méder hvorpd vi kan udtage £k bla
og n — k rgde nar k antager alle vaerdier fra 0 til n. Men pa den anden side er det
ogsa netop (“7¥) nar man ignorerer farverne. (Et eksempel pa abstraktion!)

Formlen gaelder selviglgelig mere generelt ogsa for vilkarlige =,y € C. Det fglger
af identitetssatningen for polynomier idet identiteten har uendelig mange heltals-
Igsninger.

Ved at gange (4) igennem med n! fas formen:

Zn: <Z> [k [Yln—k = [z + yln

k=0

der ligner binomialformlen.
Et andet hjalpemiddel er abelsk summation eller partiel summation der er en
analogi til partiel integration. Den analoge formel skrives simplest som

> F)Arg(k)ok = f(k)g(k) = > g(k + 1)Akf (k)ok (5)
ST F () Arg(R)ok = F(D)g(b) — flagla) = > gk + DAF(E)SK  (6)

Formlen (5) er stadig triviel ved anvendelse af differensoperatoren pa produktet
mens (6) fas af (5) ved indsattelse af graenser.
Formlen (3) lader sig delvis generalisere til komplekse veerdier af n til

S () eluteate = (100100 Lo, v)
k

n
k=1

Bewvis. 1 (V) skrives produktet pa neer den harmoniske faktor bekvemt som

() (et

Anvendes nu (6) pd summen i (V) fas

12



e+ L Z (1) abanle = Toacy

Den sidste sum er en Chu—Vandermonde sum hvor der mangler de to led svarende
til k = 0 og k = —1. Derfor ender regnestykket med

~faln + 2 (A =m0z ~ o ~ o= 1) = ()" =D~~~ 1, O

Derimod er den analoge formel for anden ordens harmoniske tal triviel:

SO0 ()20 o

Denne har det kgnne specialtilfaelde
9 1

S (1) ()=

2) _
0,k 77,2

Der findes dog i [3], formel 7.15, en ikke triviel lignende formel,

n

n
S ()l + et = oyl (3 - 18,,) v
k=0

Bewvis. Ved induktion efter n. For n = 1 er resultatet klart:

° (x+y+1) ! L
= (T —
y+1 Y y+1 z4+y+1

Lad os betegne venstre side af (VII) med S,

n

St = 3 ()l + )

k=0

Vi deler nu binomialkoefficienten i to og derefter summen i to summer:

=3 (") st
@ =3 (37 ehly-+ e

Den fgrste er med brug af (VII)

(1) = @+ mS(—1,2,9) = (y+ e +y+n— 1o (B~ B,
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I den anden forskyder vi indekset 1 og far

n—1

n—1
@ =3 (")l et
k=0
Vi bemarker at H35,112+1 = yﬁ + Hﬁma s3 vi kan skrive

n—1

— (n—1
@=z) ( 5 )[w ~ Ay + 1 aoa iy +
k=0

n—1 1
1 L
xho<kr)u Wyt o1 o

w4 y+n—1n

x
=zS(n—1,z—1,y+1)+

( y+1) 1

1

_ e 1)
=z[r+y+n—1], (Hy-‘rl,n—l - Hac+y,n—1 + m)

_ (1) (1) 1
- .T[.T tTy+n-— 1]n71 <Hy,n1 - Hery,nfl + Y+ n)
Idet vi har brugt (VII) p& den fgrste sum og Chu-Vandermondes formel p& den

anden sum i (2).
Addering af (1) og (2) giver

(w+y+n)le+y+n—1o (H = HY,, )+ ——le+y+n—1)

y+n

1 1
N n<H<1)_ _ g _) . _
['T Yy Tl] y,n—1 z+y,n—1 +[x—|—y+n] y+n .§L’+y+n

O

Der findes ogsd en triviel formel for summer af kvadrater af harmoniske tal,
nemlig:

3 (Hc(}k))Q Sk = (c+ k) (Hg},g)g — 2+ k) +DHY £2(c+ k) (VII)

for c € C.
I 1947 stillede Wilhelm Ljunggren [9] den opgave i Norsk Mat. Tidss. at vise

formlen
n 2
n 2n 2n
H, = H,— HY) = 2H, — H,,

k=1

Opgaven blev Igst i 1948 med komplicerede beviser der brugte analytiske funk-
tioner af Jonas Ekman Fjeldstad [2] og Johannes Kvamsdal [8]. Vi har ikke fundet
en triviel generalisation men dog en generalisation der er mere ligetil at bevise. Der
geelder:
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Saetning. For ethvert komplekst tal, x € C, og alle hele tal, n € N og p € Ny, har

Vi summerne
n n—p
n—p\[(x+p n—p\[(x+p
E H, :E H,
<k—p)( k ) ‘ k:()( k )(k+p) o

k=p (IX)
r+n 1 r+n (1)
(e (777) )

Ljunggrens formel fas ved valgene x = n og p = 0.
Bevis for setningen. Vi betragter funktionen
s =3 (1) (1) )
) ) k:p k: _ p k/’

som vi skal udregne. Vi bemerker nu at

a0 () = 0 (7)) (- ) ®)

Partiel summation af (7) med anvendelse af (8) og den oplagte formel Ay (—1)%(7) =

(=DM giver

n—1
n—p-—1 k+1<x+p+1)( 1 )
-1 Hoii— — —
f(n,z,p) kz ( ko )( ) bl ey

P

B zn: n—p—1 x+p+1 = n—p—1\ [x+p+1
N k—p—1 k a:+p+1 n—1—k k+1

k=p+1 k=

hS]

Den fgrste sum er netop f(n,z,p+ 1) som defineret i (7) mens den anden sum er
en Chu-Vandermonde sum s& den bliver til

1 r+n
r+p+1 n

Vi har derfor udledt en differensformel i den variable p

Apf(nwrap) = # (x +n)

r+p+1 n

Summation giver os

n—1
rT+n 1
f(n,2,p) = f(n,2,n) — ( " ) kzzpm
r+n r+n 1) r+n 1 1
- ( n )H"_ ( n )Hﬂﬁ-l—pn P ( n ) (Hy+ HY) = HL)
hvilket beviser formlen (IX). O

Moralen af hele historien er at generalisation betaler sig.
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Ikke-additive mal og Choquet-integralet i
multikriteriebeslutningsteori

Kim B. Larsen
Studerende ved handelshgjskolen i Kgbenhavn

Formalet med denne artikel er at beskrive og demonstrere brugen af Choquet-
intergralet og ikke-additive mal i multikriteriebeslutningsteori. Et eksempel vil blive
givet pd, hvordan Choquet-intergralet, i samspil med super- og subadditive vaegte,
kan give en mere pracis beskrivelse af beslutningstageres praeferencer end et tradi-
tionelt additivt usikkerhedsmal.
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Introduktion

Gennem de sidste artier har ikke-additive mal og integraler vaeret et omrade, som
har vaeret genstand for stigende interesse indenfor beslutningsteori. Forskere har
blandt andet fundet, at ved at erstatte den traditionelle antagelse om praeferen-
ceuathaengighed med den svagere antagelse monotonicitet, betragtes et langt mere
fleksibelt landskab for modellering af praeferencer. Specielt de sdkaldte sub-additive
og super-additive mal, som tillader modellering af praferenceafthangighed mellem
alternativer, har vist sig at veere fordelagtige egenskaber ved ikke-additive mal. En
af de mest centrale grunde til, hvorfor dette kan veere gunstigt, er, at praeferenceaf-
heengighed ikke kan modelleres i et traditionelt additivt set-up, idet eksistensen af
ethvert additivt usikkerhedsmal haenger steerkt sammen med antagelsen om prafe-
renceuathaengighed.

I denne tekst vil jeg give en kort beskrivelse af de grundlaeggende trak og pro-
blemstillinger i multikriteriebeslutningsteori samt en kort diskussion af additive ag-
gregeringsoperatorer, og hvordan disse relaterer til praeferenceuathengighed. Efter-
fglgende vil jeg komme ind pd Choquet-intergralet og ikke-additive mal, og deres
anvendelse i multikriteriebeslutningsteori. Afsluttende vil jeg give et (teenkt) eksem-
pel pa, hvordan Choquet-intergralet i samspil med super- og sub-additive vaegte, kan
give en mere precis beskrivelse af en beslutningstagers praferencer, end et traditio-
nelt additivt usikkerhedsmaél.

Multikriteriebeslutningsteori

Lad i = 1,..., I indeksere alternativer og j = 1,...,n kriterier. Et multikriteriebe-
slutningsproblem kan saledes beskrives som en 4-tuppel (A, X, =, F;), hvor

)’ ~?

o A={A;,..., A;} er en endelig maengde af alternativer, som beslutningstage-
ren kan veelge imellem.

e X ={xy,...,x,} er en endelig maengde af udfald som genereres af det valgte
alternativ x;, hvor hvert z; er en variabel, som repreasenterer de forskellige
kriterier. S&ledes er hvert alternativ, A;, en n-tuppel A; = (z;1,. .., Zi).

e ~ er en total, transitiv ordningsrelation. Total: for alle A;, Ay € A, gelder at
A; = Ay eller Ay = A;, eller begge dele. Transitiv: for alle A;, Ay, Ain € A,
hvis Az ?\: Ai/ og Ai/ i: Ai//, sd Az ?\: Ai//.

o Fi = {f1,..., fn}, hvor f;: A; — R, for alle i, j, er en mange af kriteri-
efunktioner, som repraesenterer ;7. Det vil sige, at hver funktion, f;, maler
hvor meget den pageldende beslutningstager gnsker hvert alternativ A; med
hensyn til det j’te kriterie (mere er foretrukket fremfor mindre), siledes at
A, 7 Ay <= fj(Ai) > fi(Ay), hvor notationen A; 2=; Ay betyder, at A; er
mindst lige s& god som A; med hensyn til det j’te kriterie.

Et multikriteriebeslutningsproblem kunne f.eks. vaere at skulle kgbe en brugt
bil. Her vil A vaere et endeligt antal forskellige biler. Maengden X = {xy;,...,2,;}
kunne bestd af fglgende kriterier: hvor en bil har kgrt, farve, om bilen har manuelt
eller automatgear, pris osv., og fi,..., f, ville veere et antal kriteriefunktioner, som
evaluerer alternativerne med hensyn til de forskellige kriterier. Hvis ét kriterie er hvor
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meget en bil har kgrt, sd, givet at man ikke gnsker at kgbe en bil som har kgrt mere
end 100.000,00 km, kunne en mulig kriteriefunktion vaere f;(A4;) = 100.000,00 — z;;.
Bemaerk, at siden antal km, normalt er noget man gnsker at minimere, er funktionen
defineret som 100.000,00 —z;;, sdledes at mere f; er foretrukket fremfor mindre. Man
kunne ogsa forestile sig en kriteriefunktion af formen

hvis 100.000,00 < a;; < 75.000,00
hvis 75.000,00 < z;; < 50.000,00
hvis 50.000,00 < 2;; < 25.000,004
hvis 25.000,00 < z;; <0

fi(Ai) =

S R

eller en situation, hvor f; er selve kriteriet. Sidstnaevnte er dog kun tilfzeldet, hvis et
kriterie fra naturens side kan males pa en naturlig ordinal skala. Vi kan ogsé bruge
kriteriefunktioner til at tildele ,scorer til x;;’er som af natur ikke kan males. F.eks.:
hvis farve er et kriterie nir man skal veelge en brugt bil, s kunne man forestille sig
scorerne: rgd=1, bla=2, grgn=3 og sort=4, hvis vel at maerke sort er foretrukket
fremfor grgn, og grgn er foretrukket fremfor bla, og blé er foretrukket fremfor rgd.

Aggregeringsoperatorer

En beslutningstagers generelle problem bestar i at finde det alternativ som maksi-
merer de forskellige kriterier. I langt de fleste tilfzelde er det urealistisk at forvente,
at et enkelt kriterie vil maksimere samtlige kriterier. Derfor gnsker vi at finde et
alternativ som maksimerer den aggregerede vaerdi af kriteriefunktionerne. Det vil
sige, at hvis vi antager, at de forskellige f;’er er givet, s& gnsker vi at Igse problemet

HiﬁdXH (fl(Az)v R fn(Az)) ;

hvor H er en aggregeringsoperator som afbilder (fi(4;),..., f.(4;)) fra R" ind i
R. Den mest fundementale egenskab, som en aggregerings operator skal besidde, er
givet i den fglgende satning.

Seetning 1. Lad H (fi1(A;), ..., fu(A;)) vere en aggregeringsoperator. Der geelder
sdledes at H mad opfylde det folgende krav:

A D Av = H(fi(A), -, fulA) = H(f1(Aw), - -, fu(As))

Dette virker som et meget fornuftigt krav. Det er klart, at hvis dette krav ikke er
opfyldt, er der noget, der tyder pa at den valgte aggregeringsoperator ikke beskriver
ordningsrelationen korrekt.

Der er mange former for aggregeringsoperatorer, som kan benyttes i multikri-
teriebeslutningsteori. De velkendte ,,gennemsnitsoperatorer sdsom det harmoniske
gennemsnit, det geometriske gennemsnit eller for eksempel det aritmetiske gennem-
snit er alle traditionelle aggregeringsoperatorer indenfor multikriteriebeslutningste-
ori. Imidlertid er den mest populare aggregeringsoperator nok den veegtede sum.
Dette skyldes, at de fleste multikriteriebeslutningsproblemer kraever, at der tildeles
vaegte (skyggepriser) til kriterierne. Dvs., hvis vi lader Ay, ..., \, veere en mangde
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af vaegte hvor 37 | \; = 1, A; € [0, 1], s kan vi afbilde fi(A;), ..., fu(A) ind i R
ved at bruge den vegtede sum, defineret som

H(fi(Ai), - fulAi)) = ij (Ai) - Ay

Additive mal og praferenceuafhaengighed

Den vagtede sum savel som gennemsnitsoperatorerne er alle sdkaldte additive ope-
ratorer. Det er meget vigtigt at pointere, at eksistensen af disse operatorer er
steerkt knyttet til antagelsen om preferenceuafhengighed. Det betyder, at range-
ringen mellem to kriterier er uafhaengig af andre kriterier. I mere tekniske termer:
hvis vi lader T' C X, sd siger vi at maengden af kriterier er indbyrdes praferen-
ceuafhengige, nar der for ethvert par (z;5,z;,) € T og x;v € © = {X\T}
geelder: (x;;,xij7) 7 (wij, xi0) for nogle ;v € © = (w;,x450) = (x4, 450) for
alle z;;; C ©. Eller sagt med andre ord: rangeringen mellem z;; and z;; er uaf-
hengig af de resterende kriterier i delmaengden ©O. Siden eksistensen af additive
aggregeringsoperatorer sdsom den vaegtede sum er steerkt knyttet til praeferenceu-
afheenigighed, tillader sédanne operatorer ikke, at de valgte vaegte beskriver nogen
form for afthaengighed mellem kriterier. Det vil sige, at hvis vi vaelger den vagtede
sum som aggregeringsoperator, kan vi ikke modellere situationen hvor (bla bil) -
(rgd bil) men (bla bil, manuelt gear) 3 (rgd bil, manuelt gear). Dette skyldes, at
uafhengighed medfgrer, at vaegte er additive, hvilket medfgrer at: A(bla bil, manu-
elt gear) = A (bl bil) + )\ (manuelt gear) og A (bla bil, manuelt gear) = A (rgd bil) +
A (manuelt gear) og dermed A (bl& bil, manuelt gear) > A (rgd bil, manuelt gear).
Med andre ord: vi kan ikke modellere en situation, hvor f.eks. rangeringen mellem

rgde og bla biler er afhengig af hvilken type gear bilen har.

Ikke-additive mal og Choquet-integralet

Definition 1. Lad Q) vere en mengde og p(Q) = 22 were maengden af alle del-
meengder af ). Et ikke-additivt mdl i defineret pd rummet (2, p(R2)), er en funktion
w: p(Q) — [0,1], som opfylder

1. p(0) =0 og pu(2) = 1.
2. 0 C Q= uO) < u) (monotonicitet).

(Q,p(2), ) siges at veere et fuzzy eller ikke-additivt rum. Det vil sige, at hvis vi
lader © C Q og ©°={Q\ O}, hvor p ({0°NQ}) = 0, s& medfgrer restriktionerne
i definition 2 at © ({©}) < p({Q2}) = log pn({O°}) < p({Q2}) = 1, men ikke at
pw({O}) + 1 ({O0°}) = 1 ({Q}) = 1. Et ikke-additivt rum er saledes mindre restriktivt
end et additivt rum?.

! Bemaerk, at det er meget oplagt at anvende ikke addtive mal som vaegte i stedet for de addtive
vaegte, \;, som vi naevnte tidligere. Dvs., hvis vi skriver u ({z;;}) = 0,8 betyder det, at vaegten
tildelt kriterie j er 0,8. Ligeledes hvis vi skriver p ({zi;rr, z;5}) = 0,9, tolkes det som at vaegten
tildelt Ti5 Ui er 0,9.
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Choquet-integralet

Choquet-integralet er et af de mest populaere ikke-addtive integraler i multikriterie-
beslutningsteori. I resten af denne tekst vil der blive fokuseret pa brugen af Choquet-
integralet, C,, som aggregeringsoperator netop i multikriteriebeslutningsteori. Det
vil sige, vi vil se pa situationer, hvor

H(f1(Ai), ..., fulAs) = Cu (fr(As), .o, fu(A))-

I multikriteriebeslutningsteori defineres C,, som fglger.

Definition 2. Lad (A;,p(A;), ) veere et ikke-additivt rum hvor A; = {xa, ..., Tin}
og p(A;) = 2%. Lad endvidere F; = {f1,..., f.} vere en mengde af kriteriefunktio-
ner, hvor f;: A; — R, for allei, j. Vi har sdiledes at C,,: F; — R defineres som

n

Cu (f1(Ad), s FalAD)) =D (fiiy (A) = fiin (A) 1 (i })

J=1

eller alternativt
Cy (f1(A)), .. Z oy (A) (0 ({xin }) — 1w ({xig+n })) -

Notationen (;) indikerer, at indeksene er blevet transformeret ved en permuta-
tion?, saledes at

0< fay (A) <+ < fiy (Ai) S 00, fioy(Ai) =0,
og
Xij) = 1Zigys - Timy b 1 ({@inrn }) = 0.

Saetning 2. Nar vegte er additive reduceres Choquet-integral til den vegtede sum.
Mere teknisk: Hvis pu ({za}) + -+ p({@in}) = p({X}), sd

Cu (f1(As), - Z Ji (Ao) p({zi5}) -

Dette betyder, at vi altid kan anvende Choquet—lntegralet. Eller sagt med andre
ord: Choquet-integralet er ikke begreenset til situatoner, hvor de valgte veegte er
ikke-additive. Endvidere har vi fglgende sammenhaeng mellem mélet ;1 og praeferen-
ceuafhengighed.

Seetning 3. Lad

H(f1(Ad)s - fu(A)) = Cu (f1(As), - -, ful(As)) -

Huis veegte er additive, det vil sige hvis i ({za}) + - + p {zin}) = p({X}), sd er
kriterier indbyrdes preferenceuafhengige.

2Et eksempel pa en sddan permutation kunne vaere som fglger: Antag, at for et givent alternativ
A og en given kriterie funktion f geelder at fi1(A) =3, f2(A) = log f3(A) = 4. Det vil sige, at vi
har, at f2(A) < fi1(A) < f3(A). Hvis vi permuterer indeksene far vi, at f(1)(4) < f2)(4) < f3)(4),
hvor f1y(A) = f2(A), f2)(A) = fi1(A) og fi3)(A) = f3(A). Kort sagt: Vi gnsker at transformere
indeksene, siledes at de bliver i numerisk rakkefglge.
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Sub-additive og super-additive mal

Idet Choquet-integralet er defineret pé ikke-additive rum, kan vi modellere praferen-
ceafhengighed ved at bruge Choquet-integralet som aggregeringsoperator i sammen-
spil med sakaldte sub-additive og super-additive mél. Et sub-additivt mal beskriver
en negativ afhaengighed mellem to kriterier j and j'. Det vil sige, at hvis x;; og x;;
bliver mindre eftertragtede i beslutningstagerens gjne nar de opndes sammen end
nar de opndes hver for sig. Mere teknisk: Et mal er sub-additivt nar vaegten tildelt
{x;;, x5} er mindre end summen af de individuelle veegte. Omvendt siges et mal at
veere super-additivt, hvis det udtrykker en positive afthaengighed mellem to kriterier
j og j'. Det vil sige, at hvis veegten tildelt {z;;,z;;/} er stgrre end summen af de
individuelle vaegte. Dette leder til den naeste definition.

Definition 3. Lad (A;, p(A;), p) veere et ikke-additivt rum og lad j, 7 veere to krite-
rier. Endvidere lad x;j, x;; € p(A;) med jUj € p(A;) og jNj = @. Et mdl siges at
veere sub-additivt hvis p ({z;j, vy }) < p({xi;}) + 1 ({xiy}) . Omuendt siges et mdl
at vere super-additivt hvis pu ({xij, x5 }) > 1 ({xi;}) + p ({zig }).

Basketballtraeneren

Betragt det fglgende multikriteriebeslutningsproblem. En basketballtraener pa et
universitet i USA mangler en spiller for at ggre holdet komplet. Der er tre spillere
som han kan valge mellem: spiller A;, A; og As. Traeneren er specielt interesseret i
en god rebounder®, men gnsker dog ogsé at den pagaeldende spiller kan bidrage i den
offensive ende. Derfor er der tre kriterier ud fra hvilke han vil tage sin belslutning.
Lad ¢ indeksere spillere og j indeksere kriterier.

1. Offensive rebounds pr. kamp (x;;) i den foregéende sason, i = 1,2, 3.
2. Defensive rebounds pr. kamp (x;,) i den foregéende sason, i = 1,2, 3.
3. Point scoret pr. game (x;3) i den foregéende sason, i = 1,2, 3.

Treeneren mener, at disse kriterier giver en god tilnsermelse af hans praeferencer.
Offensive rebounds og defensive rebounds er naturligvis gode til at vurdere spillernes
evne til at tage rebounds, mens point pr. kamp er en god indikator for en spillers
offensive evner. Traeneren har imidlertid valgt de fglgende kriteriefunktioner.

(

( (

1 x;€)0,0.75] 1 x2€]0,1] 1 x;3€]0,2.5]
2 ;1 €]0.75,1.5] 2 i€l 2] 2 x;3€]2.5,5]
3 ;1 €]1.5,2.25] 3 ane]2,3] 3 1;3€]5,7.5]
£i(A) = ;1 w€2253 N4 weeB 4 wselT5 0
w1 €]3,3.75] 5 €4, 5] 5 2i3€]10,12.5]
6 @i €]3.75,4.5] 6 wmelb, 6] 6 wie]12.5,15]
7 @i €]4.5,5.25] T 2€]6,7] 7 wue]l5,17.5]
(8 ;1 €]5.25, 00] (8 22 €]7, 00] 8 wx;3€|17.5, 00

\

3At tage en rebound i basketball betyder at gribe en bold, som har ramt enten ringen eller
backboardet. En offensiv (defensiv) rebound er siledes, nar bolden er grebet af en spiller i offensiv
(defensiv). Normalt vil en spiller have flere offensive rebounds end defensive rebounds.
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hvor z;1,x0, 23 € X, 1 = 1,2,3. Efter at have diskuteret problemet med en de
studerende ved skolens center for operationsanalyse, beslutter han sig for at tildele
vaegte til hvert kriterium, samt at bruge den vaegtede sum som aggregeringsoperator.
Det vil sige, at treeneren gnsker at finde et A; som maksimerer » _; f;(A4;) - A;. Dette
skrives som:

3
max 7 (fi(Ay),..., fa(A)) = Hl;}XZlfj(Az) A, A €00,1], ij =1L

J=1

Traeneren mener, at Ay = Ay = 0,4 er passende vaegte til kriterie 1 og 2, og at
A3 = 0,2 er en passende veagt til kriterie 3, siden offensiv og defensiv rebounding er
de vigtigste af de tre kriterier.

Spillerne har fglgende statistikker fra den foregdende saeson.

Spiller (A;) / Kriterie | (z;1) | (xi2) | (2:3)
1 9,5 5,9 2,3

2 05 |21 |171
3 223 |49 | 122

Som det fremgar, er spiller A; en dygtig offensiv og defensiv rebounder, men hans
evner til at score point er begreensede. Spiller A, derimod er en eminent offensiv
spiller, men er ikke szrlig dygtig til at rebounde. Endelig er der Aj, som er en
all-round spiller.

Ifglge kriteriefunktionerne far vi:

Spiller/Kriterie | fi(A;) | f2(A4;) | f3(A4;) | Veegtede sum
Ay 8 6 1 5,7
Ao 1 3 7 3,7
As 3 5 5 3,7

Det ses, at den vaegtede sum med vaegtene \; = Ay = 0,4 og A3 = 0, 2 giver, at
Ay = Ag, Ay > Az, Ag ~ As.

Traeneren er dog langt fra tilfreds med dette resultat. Han mener at spiller 1’s
offensive evner er for ringe til at komme pa holdet. Derfor prgver han med vaegtene
{AM =X=0,45, \3 =0,1} og {A\1 = X2 =0,35, A3 = 0,3}, men resultatet bliver
stadig at spiller 1 er den bedste lgsning.

Derfor vender han tilbage til den studerende, som hjalp ham tidligere. Den stu-
derende foreslar nu, at treeneren prgver at tildele ikke-additive veegte til kriterierne
i stedet for additive vaegte, og bruge Choquet-integralet som aggregeringsoperator
i stedet for den vaegtede sum. Der vil sige, at traeneren nu gnsker at lgse fglgende
problem:

max H (f1(As), .., f5(A)) = max Cu (f1i(As), -, f5(4:)).

Det fgrste trin for treeneren er, at han skal transformere sine praeferencer til
ikke-additive veaegte. Traeneren synes at:

1. Offensive og defensive rebounds er de vigtigste kriterier.
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2. Spillerere som er gode til at tage defensive rebounds er normalt ogsé gode til
at tage offensive rebounds. Derfor skal spillere som er gode til at tage offensive
rebounds ikke favoriseres (vaegtes) ekstra meget bare fordi de ogsa er gode til at
tage defensive rebounds og vice versa. Dette kan udtrykkes ved et sub-additivt
mél: p ({off, reb}) + p ({def, reb}) > u ({off, reb,def, reb}).

3. Spillere som er gode til at tage defensive rebounds og gode til at score point
(gode offensive evner), samt spillere som er gode til at tage offensive rebo-
unds og samtidig ogsd er gode til at score, er sjeldne og bgr derfor favori-
seres (vaegtes) ekstra meget. Dette kan udtrykkes ved hjelp af superadditive
vaegte: p ({off, reb}) + p ({point}) < u ({off, reb,point}) og u ({def, reb}) +
i ({point}) < p ({def, reb,point}).

Traeneren mener, at de fglgende vaegte er passende.

L p({za}) = p({zi}) = 0,45 og pu({zis}) = 0,3, i =1,2,3,

2. ,u({xil, ZL‘ZQ}) == O, 5, 1= 1, 2, 3,

3. ,u({xil, ZL'Zg}) == /L({ZL’ZQ,I‘Z'?,}) == 0, 9, 1= 1, 2, 3,

Bemeerk, at ifglge definitionen pé ikke-additive vaegte, geelder at p({z;1, T2, xi3}) = 1

og () = 0.
Ved at anvende Choquet-integralet finder vi fglgende:

Spiller/Kriterie | f1(A;) | fo(Ai) | f3(4) Cu(fi(A), ..., f3(A))
8 6 1

A, 44
A, 1 3 7 40
As 3 5 5 48

Dvs. ved at anvende Choquet-integralet i samspil med de tidligere beskrevne ikke-
additive vaegte, finder vi, at A3 > A; = A,. Ifglge Choquet-integralet er all-around
spilleren, A3, altsd den den bedste lgsning efterfulgt af rebounding specialisten A; og
tilsidst den offensive maskine As. Traeneren er langt mere tilfreds med dette resultat,
siden spiller 3 vil kunne bidrage p& rebound-siden sével som pé& den offensive side.
For at vaere helt sikker pa sin beslutning, prgver han dog for en sikkerheds skyld at
anvende Choquet-integralet p& nye ikke-addtive veegte pu({z;1}) = u({z}) = 0,35,
n({zis}) = 0,2, p({zi, zi2}) = 0,4, og p({wi, xis}) = p({wi2, vis}) = 0,7, og far det
samme resultat.

For at fa et eksempel pa, hvordan Choquet-integralet bruges i pr aksis, betragt
da den fgrste rakke i tabellen ovenfor. Ved at permutere indeksene finder vi at

Jay (A1) < fio) (A1) < frgy (Ar)

hvor fuy (A1) = f3(A1) = 1, f(A1) = f2(A1) = 6 og f5 (A1) = fi(A1) = 8.
Endvidere har vi at:

X11) = {T101), T1(2), T13) } = {213, T2, 211}, o ({213, 212, 70 }) = 1
X12) = {12, T13) } = {212, 211}, p ({212, 211}) = 0,5

x13) = {213} = {2z}, p({zn}) =0,45

xia) = {0}, p({0}) =0
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Altsa har vi ifglge defintion 2 at:
Cu (f1(A1), f2(A2), f3(A1))
= fwy(A) - [ {xw}) = ({xeb)] + fo(d) - b ({xe}) -1 ({xe})]
+ o (A1) - [n({xe}) = ({xw})]

:1.(1—0,5)+6-(0,5—0,45)+8'(0745—0):4’4

Konklusion

I denne tekst har jeg beskrevet og demonstreret brugen af ikke-additive méal og
Choquet-integralet i forbindelse med multikriteriebeslutningsteori. Som en sidste
bemarkning, og som antydet igenem teksten, argumenterer jeg kraftigt til fordel
for brugen af Choquet-integralet i samspil med sub-additive og super-additive mél.
Grunden til dette er, at grundlaget for additive mal, nemlig praeferenceuathaengig-
hed, ofte er en urealistisk antagelse. Dette, mener jeg, medfgrer, at additive aggrege-
ringsoperatorer ikke altid kan give en tilstraekkelig beskrivelse af beslutningstageres
praferencer. Imidlertid, som det fremgik i eksempelet, kan man ved at erstatte uaf-
hengigheds antagelsen med monotonicitet, modellere athaengighed mellem kriterier
i et ikke-additivt rum, og dermed opnd en mere detaljeret og korrekt beskrivelse af
praeferencer.
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