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Leder

I sidste nummer havde vi et indlaeg fra Niels R. Hansen og Mikkel M. Larsen om
malteoriens placering pa vores fgrstedel. Dette indlaeg har faet flere af afdelingens
VIP’er til at reagere med forskellige kommentarer, og derfor er dette nummer i hgj
grad praeget af debatten om malteoriens placering.

Niels har desuden taenkt videre og foreslar i dette nummer en stgrre omlaegning
af analyse- og geometriundervisningen pa forstedelen.

Pa grund af almindelig slgvhed i redaktionen, er der desvaerre ingen side 9 saetning
i dette nummer. For at dette ikke skal gentage sig, arbejder vi allerede pa at skaffe
en side 9 sztning til naeste nummer. Denne kedelige situation kunne maske vaere
undgaet, hvis vi havde haft en lidt stgrre redaktion, og derfor bgr du hurtigst melde
dig selv som redaktor!

Nu sker der noget i S01, i gjeblikket er malerne i gang med rummet, og nar de er
faerdige, haber vi at have faet nogle penge til nogle mgbler. Pa fagradets sidste mgde,
foreslog SO01-udvalget at lokalet far et navn, fra redaktionen kunne vi meddele, at da
vi sidste ar i maj udskrev en konkurrence om et navn til SO1, modtog vi ngjagtigt
ét forslag: ,Jessens balsal“. Vi modtager stadig gerne nye forslag!

PEANUTS By Charles M. Schitz

I CAN'T PO PROBLEMS
THAT HAVE THREE'S AND,
FOUR'S IN THEM...

I CAN'T DO THIS MATH
PROBLEM ..IT HAS THREE'S

Mat e Mad

Matematisk Afdeling holder igen forskerdag

mandag den 27. april.

Saet kryds i kalenderen. Detaljer senere.



Om studiets tilretteleeggelse 1

Seren Eilers

Indledning

Niels R. Hansens og Mikkel Mollers indlaeg betitlet ,Malteori NU* i FAM®S nr. 2,
11. argang, er naturligvis blevet laest med stor interesse blandt laererne pa instituttet

vi er altid meget taknemmelige for at modtage kritik, specielt nar den antager en
sa konstruktiv og velovervejet form. Seerlig interesse har vi vist indlaegget i et udvalg
(bestaende af Bergfinnur Durhuus, Niels Gronbak, Ryszard Nest og undertegnede)
nedsat af Matematisk Studiensevn med det kommissorium at analysere fgrstedelens
analyseforlgb med henblik pa at styrke sammenhangen og den almene kvalitet af
kurserne Matematik 1 (Analyse), 2AN og 3AN.

Malteoriens rolle har naturligvis ogsa veeret oppe i dette udvalg; ,naturligvis®,
fordi det desvaerre er lysende klart, at den model, vi benytter nu, ikke er tilfredsstil-
lende og haemmer tillaeringen af analyseemner pa bade andet og tredje ar.

Vi er saledes fuldstaendig enige med NRH & MM om, at @endringer er pakravede,
men vi har i vor anbefaling til studiengevnet foreslaet en anden lgsningsmodel, end
den som NRH & MM udstikker. Kort sagt mener vi ikke, at det kan anbefales
at genindfgre et klassisk malteorikursus pa andet ar, men snarere at vi skal finde
nye mader at lgbende indfere grundlseggende malteoretiske metoder i Matematik
2AN og 3AN. Det er formalet med dette indlaeg at redeggre for vor indstilling til
studienaevnet samt at beskrive raesonnementet bag det.

Vores indstilling er hverken endelig eller pa nogen made knaesat af Studiensevnet.
Som det vil fremga andetsteds i dette blad, er dette kun et enkelt indleeg i en levende
debat, som alle interesserede opfordres til at deltage i.

Udvalgets problemformulering

Det skal understreges, at vi i udvalget ikke har diskuteret NRH & MM'’s forslag om
at sendre pa den overordnede kursusplan for andet og tredje ar, simpelthen fordi
dette ikke indgik i vort kommissorium fra studienavnet. Vi har altsa kun tenkt
over malteoriens rolle i analysekurser af stgrrelse 4 punkter pa Matematik 2 (2AN)
og Matematik 3 (3AN), og altsa heller ikke set pa de gvrige analysekurser 2KF, 3MI
og det nye 2DD.

Historie

Det er nok pa sin plads at indlede med at forklare, hvorfor man @&ndrede malteo-
riundervisningen fra den form, den havde frem til 1995. Forandringen var faktisk

4



internationalt motiveret, i den forstand at man valgte at fglge en indstilling i den
Aduvisory Group der for nogle ar siden gennemgik en rackke forhold ved Matematisk
Institut. Man mente her, ud fra sammenligninger med vel isser amerikanske uni-
versiteters laeseplaner, at vi tog fat pa dette emne fgr tiden, bade hvad angik de
studerendes specifikke faglige viden og deres opnaede faglige modenhed.

Advisory Group kunne pege pa darlige bestaelsesprocenter pa det daveerende
Matematik 2MA for at underbygge deres pastand, og uden at vi ngdvendigvis mener,
at noget er rigtigt, bare fordi de ggr det sadan i Staterne, sa er det vor opfattelse at
Advisory Group havde ret pa to helt specifikke punkter:

e Det er uhensigtsmaessigt at undervise i o-algebraer, inden det naert beslaegtede,
men vigtigere og lettere tilgsengelige begreb et topologisk rum, er grundigt
behandlet.

e Det er urealistisk at forvente, at mere end den absolutte elite i vore populatio-
ner af andetarsstuderende kan tilegne sig en dyb forstaelse af ngdvendigheden
af malelighedsbegrebet, og hvordan det benyttes i teoriens udvikling.

Man bedes pa dette tidspunkt bide maerke i, at de to indsigelser henviser konkret
til malelighedsbegrebet snarere end til lebesgueintegralet og dets egenskaber. Denne
observation udggr en hjornesten i det efterfglgende raesonnement.

Det er ogsa vigtigt at sla fast, at de fleste studerende pa 2MA efter vor opfat-
telse i Igbet af kurset fik en god forstaelse for lebesgueintegralets brug og dermed
den ngdvendige ballast til deres videre studier i fx matematisk analyse og statistik.
Derfor var kursusforlgbet en succes i den forstand, at det bibragte de studerende
den kraevede indsigt, noget der i hgj grad kan tilskrives det velgennemtaenkte og
velafprovede notesat, hvis rolle i gvrigt endnu ikke er udspillet ved instituttets fgr-
stedelskurser. Men vi kan tilslutte os Advisory Groups vurdering af, at prisen, i form
af pladsen pa vort dyrebare andetarskursusplan, var for hgj i forhold til de opnaede
resultater, hvad angik de umiddelbare behov for analyseundervisningen.

Analyseundervisningens mélteoretiske behov

Lad os nu ifgre os analysebrillerne og forsgge at opstille en prioriteret liste over, hvad
vi har brug for at inddrage af malteori i analyseundervisningen pa vor fgrstedel:

(i) Integral: Beregning, fortolkning som areal.
(ii)) Grzenseovergang med integraler: Lebegues s@tninger om monoton og majori-
seret konvergens.
(iii) Multiple integraler, ombytning af integrationsorden: Tonelli og Fubinis sat-
ninger
(iv) Neesten overalt, Ly, Ly

En diskussion af rimeligheden af en sadan liste bgr nok tage udgangspunkt i
den mest kontroversielle del af den, nemlige udeladelsen af begreber som mal, o-
algebra, og malelighed. Det er vor opfattelse, at analyseundervisningen i lgbet af
de forste 3 ar kan klare sig uden en dybere indfgring i disse begreber, uagtet deres
indiskutable vigtighed for teoridannelsen og for undervisningen pa hgjere faglige
niveauer.



For at underbygge dette standpunkt vil vi bede den laeser, der matte veere be-
kendt med 2MA-noterne, om at tzenke pa den del af dem, der leder frem til at
bevis for Tonellis seetning. Broderparten af teksten er tilegnet det tekniske fokus
pa eksistens af produktmal og pa malelighed af z — [, f(z,y)dv(y), mens selve
ombytningsprincippet folger heraf uden videre. Det er klart, at et stringent bevis
ikke kan fgres, uden at disse aspekter tages op, men saetningens indhold er jo uden
videre forstaeligt og endda intuitivt rimeligt. Vi mener at dette er et eksempel pa
en vigtig setning, hvis bevis er undverligt pa vor fgrstedel.

Derimod mener vi, at en forholdsvis dybtgaende forstaelse for de 4 egenskaber
ved lebesgueintegralet, der udtrykkes i graensevaerdisaetningerne og Tonelli & Fubini
er uundveerlig, og at vi ikke kan vaere bekendt at uddanne bachelorer i matematik
uden at sgrge for, at de far en mulighed for at opna den. Her er svagheden ved den
nuvaerende model, og vor indstilling er, at der skal seettes ind specifikt mod forstaelse
af hovedsatningerne, snarere end mod et hgjteknologisk forlgb i malteoriens intrikate
verden.

MaAlteori pa andet ar

Punkt (i) herover teenkes som nu dakket af Matematik 1 (analyse) med udgangs-
punkt i gymnasieundervisningen. Pa andet ar foreslar vi folgende:

Punkterne (ii) og (iii) taenkes taget op i et forlgb pa Matematik 2AN der sniger
sig udenom beviser og i stedet fokuserer pa:

e Konkrete feerdigheder i brug af de fire hovedsaetninger om integral.
e Eksempler der illustrerer graenserne for disse fire satningers gyldighed.

Eksemplerne kan med fordel vaelges i det diskrete malrum over N udstyret med tael-
lemal, sadan at man kan lare at saette pris pa ngdvendigheden af praemisserne for
setningerne ud fra eksempler med graenseovergang af summer og ombytning af sum-
mationsraekkefolge. Herefter skulle det gerne veere klart, hvorfor det overhovedet er
ngdvendigt at praecisere fx sammenhaengen mellem integration og graenseovergang
ved hjalp af krav om positive led eller majoranter. Det er ogsa essentielt, at man
opnar erfaring i brug af saetningerne ved lgsning af konkrete opgaver, fx om integra-
tion af kontinuerte funktioner over R og 0, 1[ ud fra riemannintegralet pa kompakte
delintervaller.

Der skal laegges vaegt pa opgaveregning, sadan at saetningerne er sa tilpas vel-
kendte, at de eventuelt kan benyttes i eksamensopgaverne.

Der er vor opfattelse at vi, ved at indfgre et sadant forlgb og sidenhen dvaele
ved eksempler pa anvendelser i teorien, kunne na frem til en rimelig forstaelse for
lebesgueintegralets egenskaber, samtidig med at den faglige stringens styrkes i resten
af kurset. Der er gjort plads til forlgbet ved en raekke andre justeringer.

Fra et fagtraditionelt standpunkt synes det naesten hablgst at tage fat pa punkt
(iv) uden malelighedsbegrebet i ryggen; som NRH & MM ogsa har observeret, sa
volder begrebet , nesten overalt” traditionelt problemer i den distinktion mellem Lo
og Lo, som man ikke kan komme udenom i fourieranalyseforlgbet. Det er imidlertid
vor erfaring, at det oftere er abstraktionen indeholdt i at tale om et rum af aekviva-
lensklasser, snarere end konkret malteori, der er problemfyldt. Princippet illustreres



jo faktisk glimrende ved de stykkevis kontinuerte funktioner, man tager op i opgave-
samlingen, sa vi foreslar derfor at man holder sig til en lgs formulering af malelighed,
og dermed Ly etc., og laegger lidt mere vaegt pa at studere klassen af funktioner, hvis
integral er nul (det kan fx bevises ud fra greensevaerdisaetningerne at fR lgdm = 0).

MaAlteori pa tredje ar

Problemerne vokser imidlertid i omfang pa Matematik 3, og det skal indrommes, at
vi har vaeret fristede af at indstille at 3MI ggres obligatorisk for deltagere i 3AN. Nar
vi alligevel har valgt ikke at gore det, skyldes det iser, at man derved ville fastlase
mere end halvdelen af punkterne pa 3. ar for den som vil fglge 3AN; vi gnsker nemlig
ikke, at eendre pa det efter vores opfattelse meget vellykkede samspil mellem 3GT og
3AN. Vi mener ikke, at feltet som helhed kan vaere tjent med en sadan alt-eller-intet
holdning, og vil altsa hellere forsgge at tillempe 3AN til deltagere uden malteori.

Det skal indrgmmes, at selv om dette blev forsggt i planlaegningen af 3AN i
foraret 1997, sa lykkedes det kun i ringe grad selv om kurset, og specielt eksamen,
var tilrettelagt sa 3MI ikke var en teknisk forudsaetning, sa oplevede vi undervejs at
studerende uden baggrund i 3MI eller det gamle 2MA faldt fra. Og det er abenbart,
at et kursus som 3AN ikke kan undvaere rummene L, og L.

Planerne for 3AN i foraret 98 omfatter et kort forlgb i malteori pa en ,need
to know* basis med fokus pa definition af lebesgueintegralet og med bevis for, at
CP(R) er tet i Ly(R) og Li(R). Pa lengere sigt arbejder vi med planer for en
mere radikal omlaegning af 3AN, og i denne forbindelse kan et mere omfattende
forlob i malteori fra et funktionalanalytisk standpunkt (mal «~ funktionaler, L
som abstrakt fuldstendiggorelse, etc.) maske komme pa tale.

Om studiets tilretteleeggelse 2

Flemming Topsge

1. Mat Y gores obligatorisk for alle, der tager matematik bifag. Vaesentlige indhold:

e Brudstykker af Matematisk Logik
e Naiv mangdelare
e Forberedelse til matematisk teoridannelse

Omfang 2 punkter, hvis det skal kgre eksakt som det igangvaerende Mat Y. Men
man kan klare sig med mindre (stryg sidste del, fokuser snavert pa de centrale dele
af naiv maengdelzere).

Sigte:

e Forberede til abstrakt matematik, savel algebra som analyse



e Inspirere ved omtale gennem hele kurset af matematikkens grundlag (det er
en best-seller; vi leerere bgr ikke lade denne mulighed for at fa de studerende
til at fatte godhed for faget ga fra os!).

2. Ideelt sa jeg helst en stor dyne (4 punkter) af generel topologi, metriske
rum, mal-og integralteori. Hvad der i gjeblikket mistes i fleksibilitet og sammen-
haeng/konsistens ved opdeling i mindre enheder er for meget. Da dette forslag vel
er utopi, fortsetter jeg med andre forslag uden yderligere kommentar. I forhold til
nuveerende studieplan, kan der spares 1 2 punkter (kun 1 punkt vel, hvis topologien
ogsa skal forberede til andet end den generelle topologi).

3. Mal- og integralteorien rykkes ned pa 2. ar, sidste semester (forar). Kan kun
lykkes, hvis forslag 1 imgdekommes, men sa er den ogsa hjemme! Se i gvrigt indslag
i FAM@S, hvor pennefgrerne Mikkel og Niels dog glemte en meget veaesentlig ting:
Grunden til problemer med malteorien er i meget, meget stort omfang, at de stude-
rende ikke behersker naiv maengdelsere se forslag 1.

4. Mat 2SS bibeholdes som det er, dog som forarskursus eller som 3.ars kursus.
Vasentlig bemaerkning: De studerende, der i dag plages af irritation over det ringe
eksakthedsniveau, far faktisk begreberne at se i eksakt udgave pa malteorien. Jamen,
hvorfor sa ikke basere sandsynlighedsregning- og statistik pa denne teori? Det har
veeret prgvet, og den gar simpelthen ikke. Det vaesentlige i S&S-teori er ikke teknik-
ken via malteori, men betragtningsmaderne, elementet af matematisk modellering.
Det er det, der skal fokuseres pa.

Om studiets tilretteleeggelse 3:

Ingen analyse uden malteori
Jan Philip Solovej

Jeg har med interesse fulgt debatten omkring malteoriens rolle i undervisningen pa
grunduddannelsen. Det var specielt med stor glaede, at jeg laeste Niels R. Hansens
(NRH) og Mikkel Mgllers (MM) indleeg ,Malteori nu“ i FAM@S nr. 2, 11. argang.
Det var rart at se, at nogen af vores matematikstuderende har forstaet malteoriens
helt centrale rolle som hjgrnestenen i moderne analyse. Artiklens pastand om, at
malteorien ,;ji vid udstraekning giver eksempelmaterialet i videregaende analyse®, ma
vel naermest betragtes som en underdrivelse.

Netop i lyset af malteoriens centrale rolle i analysen er det med temmelig stor
bekymring, jeg ser dens rolle forsvinde i undervisningen. Jeg foler derfor, jeg ma
reagere pa den rapport, der er blevet udfaerdiget af arbejdsgruppen nedsat af mate-
matikstudienavnet og diskuteret i artiklen af Sgren Eilers (SE) i denne udgave af
FAM@s.



Jeg synes, udvalget har gjort et fint stykke arbejde, indenfor de rammer der
var blevet stillet. Det er klart, at det ikke var deres opgave at diskutere en stgrre
omstrukturering af analyseforlgbet pa grunduddannelsen. En diskussion af en sa-
dan omstrukturering, som NRH og MM lagger op til i deres indleeg, vil efter min
opfattelse vaere meget nyttig pa nuvaerende tidspunkt.

Det er dog ikke min hensigt her at komme ind pa dette. Derfor vil jeg heller ikke
komme ind pa, hvorvidt malteori skal ligge pa andet eller tredje ar. Det er snarere
et helt konkret punkt i udvalgets rapport, som jeg er fundamentalt uenig i. Det
drejer sig om, ikke at kraeve malteori som forudsztning for tredjears analysekurset
3AN, med deraf fglgende konsekvenser for forlgb af kurserne 2AN og 3AN. Udvalgets
argument for denne beslutning diskuteres i nogen detalje i artiklen af SE.

Hovedargumentet for ikke at gore kurset 3MI (2 punkter) obligatorisk er, at det
er for meget at kreeve bade 3GT (2 punkter) og 3MI som forudsztning. Hvorfor
3GT er vigtigere end 3MI, forstar jeg ikke, og det diskuteres hverken af SE eller af
rapporten.

Efter min opfattelse er der ingen grund til at kraeve et kursus i generel topologi
som forudsatning for 3AN, og specielt ikke nar det er pa bekostning af malteori.
For at saette tingene pa spidsen er generel topologi i sammenligning med malteori et
ret indholdslgst emne. Emner som adskillelsesaksiomer, teellelighedsaksiomer, net og
filtre ma betragtes som alt for specialiserede for studerende pa grunduddannelsen.
Jeg arbejder selv med analyse hver dag og bruger aldrig disse begreber, jeg kan
darligt nok huske deres definitioner. Jeg har meget svaert ved at forsta, at det skulle
vaere vigtigere at diskutere disse begreber end begreber som mal, malelighed, naesten
overalt, L rum og deres fuldstzendighed (det resultat der maske har haft storst
betydning for analysen i dette arhundrede).

Jeg gar ud fra, at de studerende allerede har set de vigtige topologiske begreber
som abne og lukkede mengder, konvergens, kontinuitet og kompakthed (folgekom-
pakthed) i tilfzeldet af metriske rum. Den smule, de bgr vide om generalisationen
af disse begreber til det mere abstrakte, rent topologiske, tilfeelde, ma nemt kun-
ne inkluderes i 3AN, specielt hvis man ikke behgver diskutere de betydeligt mere
fundamentale resultater fra mal- og integralteorien.

Jeg har hgrt argumentet, at kurset 3GT er en stor succes og at de studerende er
meget glade for det. Jeg mener pa ingen made, at man skal opgive kurset 3G'T, men
blot at det ikke skal veere en forudsatning for 3AN. Grunden til den store succes er
maske at finde i, de emner 3GT dakker udover generel topologi. Kurset indeholder
nemlig ogsa de, efter min mening, mere interessante emner: Abstrakt mangdelaere og
algebraisk topologi. Disse emner er dog ikke af stor relevans for funktionalanalysen
i 3AN, og bgr bestemt ikke vaere en forudsaetning for dette kursus.

Det kraever ingen stgrre omstrukturering at sendre forudsaetningskravet til 3AN.
Jeg vil derfor foresla studiensevnet snarest at tage sagen op.



Om studiets tilretteleeggelse 4:
Lappelgsninger duer ikke

Niels Hansen

I sidste nummer af Famgs kunne man laese en artikel af Mikkel Mgller Larsen og
undertegnede, hvor der blev argumenteret for malteoriens tilbagevenden til MAT
2. Hovedideen bag dette forslag var gnsket om en styrkelse af matematikstudiet og
i seerlig grad analysedelen. Man kan andre steder i dette nummer af Famgs laese
forskellige ansattes reaktion pa vores forslag, men det vil jeg ikke trampe rundt
i. Jeg vil i stedet i denne artikel praesentere et alternativt forslag til et forbedret
studieforlgb pa bachelordelen af matematikstudiet.

Men hvorfor overhovedet @&endre noget? MML og jeg selv argumenterede grundigt
i sidste artikel for netop dette. Endvidere har man nu ca. 2 ars erfaring med den
omfattende studiereform, der blev sat i vaerk for 3 ar siden. Noget har vaeret godt, og
andet er faldet mindre heldigt ud. Det er min opfattelse, at hvis man tager det bedste
og forener det med lidt nytaenkning, sa kan vi skabe et rigtigt godt studieforlgb. Ikke
blot et studieforlgb, der kan lade sig ggre, men et forlgb der falder naturligt og giver
de studerende et solidt fundament inden overbygningen.

Ved ngjere overvejelse stod det mig klart, at vores forslag var fokuseret meget
pa analysedelen af matematikstudiet, og det var selviglgelig fordi, at det er her
problemerne findes. Denne omfattende maengde analyse pa 2. ar er maske bare ikke
den rigtige lgsning pa problemerne, men de forslag “analyseudvalget” har fremsat,
og som er lappelgsninger, er ikke holdbare! Da jeg i mellemtiden ogsa har stiftet
bekendtskab med 3GE bogen og derudover har hgrt forskellige reaktioner pa vores
artikel, var det sa, at jeg fik fglgende ide. 3GE er i den nuvaerende form pa ingen
made for sveert til at kunne veere et kursus pa 2. ar, sa kan det lade sig gore at
flytte dette kursus der ned? Og kan det lade sig ggre pa en sadan made, at der
ikke er nogle andre omrader der lider overlast? Det mener jeg, det kan, og endda
sadan at mange vil komme styrket ud af omrokeringen. I tilgift gges fleksibiliteten
i studiet. Det kan maske virke som om, at mine meninger @&ndre sig som vinden
nu blaeser, men det er faktisk ikke tilfaeldet. Den ide, jeg vil fremlaegge, lgser alle
de problemer som MML og jeg fremsatte i sidste artikel, men den er bedre ud fra
et helhedsmaessigt synspunkt. Ideen er en naturlig udvikling af den Igsningmodel vi
fremlagde, nar man altsa indrager en helhedsvurdering, og ikke fokuserer pa et eller
to kursers problemer.

Min hovedide er at laegge et 4-punkts kursus pa 3. semester i differentialgeometri,
der i vid udstrakning er identisk med det nuveerende 3GE. Jeg har erfaret, at man
har et tilsvarede kursus i Arhus baseret pa den samme bog og placeret pa 2. ar. Lad
os i det fglgende kalde dette kursus 2GE. Da der desuden er en tendens til, at man
pa MAT 1 bevaeger sig vaek fra den flerdimensionale analyse, sa kan dette emne jo
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passende styrkes, ved at blive taget op i starten af 2GE. De to resterende punkter pa
3. semester skal sa vaere et analysekursus, som vi kalder 2A. Det behgver ikke at have
noget med det gamle analysekursus 2AN at gore, dog forestiller jeg mig en form for
“metriske rum” kursus med tilfgjelser, men her er der lidt spillerum. 4. semester skal
forlgbe som hidtil med 4 punkters 2AL og 2 punkters 2KF, da begge disse kurser
synes at forlgbe godt. Alt i alt bliver det et 2. ar med 4 punkter indenfor hver af
de tre centrale matematiske discipliner geometri, analyse og algebra. Som nogen
maske har bemaerket, har jeg smidt 2SS pa porten. Kurset er efter min mening ikke
centralt i en matematikers uddannelse, og bgr derfor slet ikke optage dyrbar plads
som obligatorisk kursus pa 2. ar.

Pa 3. ar skal vi sa have et program, der kan fa kabalen til at ga op. Jeg forestiller
mig stadig et obligatorisk 3AL, men det vil veere mest praktisk at laegge det om
foraret dvs. i 6. semester. Lad os nu kigge pa 5. semester. 3G'T er et godt kursus
og vigtigt for mange omrader, og det skal vedblive med at veere obligatorisk, men
derudover skal der veere et obligatorisk 4-punkts analysekursus, lad os kalde det 3A,
der indeholder emnerne: malteori, Hilbertrum, operatorer pa Hilbertrum, Fourie-
ranalyse og differentialligninger eller noget tilsvarende. Jeg forestiller mig noget i
stil med 3MI plus dele af det nuvaerende 2AN, men igen er der lidt spillerum. Det
afggrende er bare, at dette kursus og 2GE skal vaere “ombyttelige”. Dermed mener
jeg, at man uden forudsatningsproblemer kan tage 3A pa 2. ar i stedet for 2GE.
Pointen er at statistikere (eller fysikere — se senere) kan tage dette kursus istedet for
2GE, og dermed fa dackket deres behov for “hjelpematematik”. I sa fald far man et
forlgb pa 2. ar, der indholdsmaessigt minder meget om det, MML og jeg prasente-
rede i sidste artikel. Som resterende 2-punkts kurser pa 5. semester, forslar jeg de
nuvaerende 3RE, 3AG og 3MH samt et nyt 3GE kursus. Det nye 3GE kan sa tage
forskellige videregaende differentialgeometriske emner op — noget der fuldstaendigt
er forsvundet fra bacheloruddannelse. I 6. semester skal der som sagt veere et 3AL
kursus i sin nuvaerende form samt det nuvaerende 2-punkts kursus 3NA. Dertil kom-
mer noget videregaende analyse, der indholdsmaessigt kan overtage 3AN. Jeg foreslar
to 2-punkts kurser, som vi kan kalde 3FU og 3DD. 3FU skal vaere en introduktion
til funktionalanalysen med alt, hvad der dertil hgrer, og 3DD skal vaere et kursus
i distributionsteori og differentialligninger. Igen vil jeg pointere, at det ikke er det
pracise indhold af disse kurser, der skal vaere afggrende men derimod strukturen i
studieforlgbet. Endelig skal der selvfglgelig veere et 3SS.

En skematisk oversigt kunne se ud pa folgende made.

3. semester 4. semester
2GE 4 punkter 2AL 4 punkter
2A 2 punkter 2KF 2 punkter

5. semester 6. semester
3A 4 punkter
3GT 2 punkter
3RE 2 punkter
3AG 2 punkter
3MH 2 punkter
3GE 2 punkter

3AL 4 punkter
3FU 2 punkter
3DD 2 punkter
3NA 2 punkter
3SS 2 punkter
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Jeg har skrevet de obligatoriske kurser med fede typer. Med obligatoriske kurser
mener jeg selvfglgelig de kurser, som man skal tage i lgbet af et fuldt kandidatstudi-
um. Jeg har i diskussionen slet ikke indraget MAT 1, og det er fordi “analyseudvalget”
har fremsat et godt forslag om opstramning af det forste studiear. Med det MAT 1,
der er blevet lagt op til, er ovenstaende program en glimrende fortsattelse.

Ovenstaende model er meget fleksibel og kan producere folk med en solid viden
indenfor de forskellige grundlaeggende matematiske omrader. Pa mange mader vil
placeringen af differentialgeometrien pa andet ar styrke uddannelsesforlgbet, da man
nu i en lang raekke kurser kan traekke pa den nye falles baggrund i geometrien.
F.eks. kunne jeg forestille mig, at analysekurset 3DD kunne udnytte den viden, nar
der diskuteres randbetingelser. Pa 3GT kunne eksempelmaterialet udvides, og pa
overbygningen giver det maske plads til mere videregaende geometri. Analysedelen
star mindst lige sa staerkt som fgr. Der er kommet en god struktur pa reekkefglgen
af de forskellige emner, og man kan stadig na samme avancerede niveau som nu.
Endvidere er 3FU og 3DD ikke obligatoriske, sa man kan tillade sig at vaere lidt mere
ambitigse, uden frygt for at de, der tager kurset “fordi det skal de jo”, falder fra pga.
svaerhedsgraden. De obligatoriske dele kommer til at sta bedre i forhold til hinanden,
forstaet pa den made, at der pt. er en urimelig overveaegt af analyse. De to nuveerende
kurser 3GE og 3AN star idag milevidt fra hinanden i niveau og repraesenterer ikke
en fornuftig balance mellem analysen og geometrien. Algebraen ligger midt imellem
pa et ganske fornuftigt niveau. Endelig levner forslaget mere plads til egentlige 2.
dels kurser, da 2. delen ikke bliver helt sa overfyldt med obligatoriske 3. ars kurser.

Jeg naevnte tidligere fysikernes behov for noget analyse pa 2. ar, og en lgsning var,
at de som statistikerne ogsa kan erstatte 2GE med 3A, men der er en anden mulighed
for dem, da 2GE uden tvivl ville vaere et godt kursus for fysikerne. Der udbydes idag
4-punkts kurset MAT F for fysikere, der ikke gnsker at laese matematik som bifag,
og dette kursus er specielt rettet mod de behov fysikerne har. Jeg ser intet problem
i, at fysikerne kan erstatte de 4 analysepunkter pa 2. ar i ovenstaende forslag med
MAT F i sin nuvaerende form, og sa derudover laese 2GE og 2AL, for pa 3. ar at laese
matematik til bifagsniveau. Der ser heller ikke ud til at vaere nogle problemer med
de nye tiltag som f.eks. erhvervsbachelor, matematik uden bifag og laererbachelor.

Fgr der kan @&ndres pa noget som helst, skal eventuelle &ndringers konsekvenser
analyseres ngje, og indholdet af de forskellige kurser skal fastlaegges. Men tingene
bgr @endres, hvis der er en lgsning, som er bedre end den nuvarende, og det mener
jeg klart ovenstaende forslag er. En anden ting, der er veerd at bemeerke, er, at
forslaget i bund og grund blot er en anden made at spille mange af de samme kort
pa. Der er fa omstruktureringer af analysekurserne, men ellers drejer det sig om, at
flytte kurserne derhen, hvor de niveaumaessigt hgrer hjemme. Det ville give et mere
gnidningslgst studieforlgb, uden at der bliver gaet pa kompromis med kvaliteten

Jeg vil pa det kraftigste opfordre laeseren til at overveje mit forslag, og du er
meget velkommen til at kommentere det (e-mail: richard@math.ku.dk). Jeg haber
meget, at vi alle (studerende savel som ansatte) kan veere med til at sikre et godt
studie for alle dem, der kommer efter os, og det kan vi ved ikke blot passivt at lade
sta til, men ved aktiv deltagelse og engagement i vores studie. Til sidst skal det
for en god ordens skyld naevnes, at i modsaetning til sidste gang star jeg alene om
dette forslag — specielt er denne artikel ikke ngdvendigvis udtryk for Mikkel Mgller
Larsens meninger.
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Caspar Wessels geometriske fremstilling af

de komplekse tals teorsi.
Christian Ivar Westergaard

Danmarks bidrag til matematikkens udvikling for det 19. arhundrede har umiddel-
bart ikke vaeret ret stor. Men to personer ma nu siges at have gjort et betydeligt
arbejde, dog uden at det skulle vaere del af udviklingen. I Amsterdam 1672 blev der
trykt et skrift af den bekendte matematiker Georg Mohr, Fuclides Danicus. Dette
var en fuldt gennemfort behandling af konstruktion med passeren alene. Forfatteren
var nemlig naet til den konklusion, at alle de konstruktioner der kunne udfgres med
passer og lineal indenfor Euklids geometri, kunne udfgres med passeren alene. Dette
var ellers tillagt italieneren Mascheroni, som fremsatte det i sit skrift Geometria del
compasso, Pavia 1797. Fglgende skal dog ikke behandle Mohrs veerk!, men derimod
den systematiske fremstilling af de komplekse tals teori, af landmaler Caspar Wessel
fra 1798.

Caspar Wessel (1745-1818) var fjerde sgn af Tordenskjolds brodersgn og en af
den kendte digter Johan Herman Wessels tretten sgskende. Pa trods af de formodent-
lig beskedne vilkar kom Caspar Wessel i latinskole i Christiania (Oslo), for derefter
at studere jura pa Kgbenhavns Universitet. Han blev dog imidlertid optaget af Vi-
denskabernes Selskab som assistent for hans @ldre broder Ole Christopher Wessel,
der var geodaet ved den geografiske landmaling, som selskabet stod for. Forst i 1778
tog Caspar Wessel latinsk juridisk eksamen med bedste karakter. Caspar blev dog
nasten ved med at udfgre arbejde for selskabet til hans dgd.

[ 1796 indsendte Wessel en afhandling til Videnskabernes Selskab, hvor han, som
han selv siger, forsggte at betegne rette liniers direktion ved analytiske tegn, og an-
vendte disse til spheeriske og retlinede polygoners oplgsning. Selv om Wessel ikke var
medlem af selskabet, gav Johan Niclolai Tetens, som var formand for den matemati-
ske sektion, en redeggrelse for athandlingen. Tetens atholdte ogsa en forlaesning over
naturen af denne regning, som skulle udkomme i selskabets skrifter. Men ligesom
den af Wessel selv lovede fortsattelse af arbejdet anvendt pa funktionslaeren, udkom
den aldrig. Wessels afhandling udkom som saertryk i 1798 og i selskabets skrifter,
2. reekke 5. bind fra 1799, Om Direktionens analytiske Betegning, et Forsgg, an-
vendt fornemmelig til plane og spheriske Polygoners Oplgsning. Af Caspar Wessel,
Landmaaler. Der skulle dog naesten ga et arhundrede, for athandlingen igen fik den
opmeerksomhed, den fortjener.

Forst i S. A. Christensens disputats over matematikens udvikling i Danmark og
Norge i det 18de arh. fra 1895, omtales arbejdet igen?. Samme forfatter og C. Juel

!Hertil henvises eventuelt til Mathematisk Tidsskrift B, 1928
2Chr. Jiirgensen omtaler den dog i hans Bidrag til Molbecs Videnskabernes Selskabs Historie
fra 1843, som at veere for speciel til videre at beskrives
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giver i henholdvis i 1897 og 1895 en beskrivelse af athandlingens indhold, og tillaeger
med rette Wessel aeren for den geometriske fremstillingen af de komplekse tals teo-
ri. Sophus Lie genoptrykte Athandlingen i Arkiv for Matematik og Naturvidenskab
(1896), og Selskabet trykte den i en fransk oversattelse (1897). Det er dog veerd
at bemeerke, at denne sidste genoptrykkelse mangler den sidste af de tre tilhgrende
figurtavler. Dette kan forklares med, at lige netop denne tavle, i modsatning til de
to gvrige, var indbundet blandt de figurtavler, der hgrte til den forrige athandling i
selskabets skrifter. Dette opdages nu hvis man er naet ind i den sidste trediedel af
afhandlingen (hvor der henvises til den), som ikke lszengere beror pa det vaesentligste
af teorien, men er lange og sngrklede notationer i eksempler pa teorien andvendelse.

De komplekse tal er naturligvis et emne, man stgder pa indenfor ligningsteori,
og emnet er givetvis meget aeldre end Wessels tid. Mange har uden noget egentligt
grundlag regnet med dem. F.eks. har hans kollega Thomas Bugge fejlagtigt sat
vV—a\/—b = /ab (Forste Grunde til Regnekunsten og Algebraen, 1772, p. 340).

Wessels arbejde er at udtrykke rette linier ved analytiske tegn, for derefter at
vise, at disse udtryk er de komplekse tal, og til sidst fremstille den spheeriske trigono-
metri, herved. Definitionerne pa de saeedvanlige operationer for reelle tal udvides til
mere almene, der ogsa omfatter rette linier, men med bibeholdelse af de saedvanlige
operationer. Resultatet skal altsa veere identisk med de oprindelige i specialtilfaeldet,
hvor linierne er sammenfaldene med abscissen.

Summen af to rette linier i planen eller rummet defineres nu som at vaere den
rette linie fra den enes begyndelse til den andens slutning, nar den anden starter
hvor den forste slutter. Altsa ab+ bc = ac. At addendernes rackkefglge er ligegyldig
ses ved at betragte endepunktets afstande fra de tre vinkelrette planer. Er summen
af flere linier lig nul, bliver summen af disse tre forskellige afstande hver isaer lig nul.

Linerne er kun fremstillet ved deres leengde og direktion. Linierne kan altsa u-
denvidere parallelforskydes. Det antages dog ofte gennem afhandlingen, at linier har
samme udgangspunkt, da det er vaesentligt at tale om vinklerne mellem dem. Ved
linien —ab forstas linien ab, men med modsat retning.

Produktet af to rette linier formes af den ene som den anden er formet af den
absolutte enhed, som betegnes med 1. Denne er givet uden nogen relation til andet.
Nu taenkes de to linier udgaende fra det samme punkt som linien 1. Laengden af
produktet ma altsa vaere de to liniers leengders produkt, og dens afvigelse fra linien
1 er summen af de to liniers afvigelse fra 1.

Nu indferes betegnelserne +1 for den positive enhed og +e¢ for en positiv enhed
vinkelret pa +1 med samme udgangspunkt. Argumenterne er nu for +1 = 0 grader,
for —1 = 180, +€ = 90 og for —e = 270 grader. Folgende produkter udregnes:

+l1+1=41,41-1=—-1,-1—-1=4+1,4+1+ec=4€,+1 —€ = —¢,
—1l4+e=—¢,—-1—ec=4¢,4+ec+¢e=—1,
+e—€e=+41,—€—e=—1.

Det er altsa € der er v/—1, og v/—av—b = e\/ae\/g = —+Vab. Den oprindeli-
ge definition pa multiplikation ses at veere indeholdt i den mere almene (ligesom
definitionen pa addition)?®.

3Betegnelsen 4 er fra et manuskript af Euler fra 1777, men dens brug som fast notation, skyldes
Gauss’ brug af betegnelsen i Disquisitiones arithmeticae, 1801
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Ud fra definitionenerne pa cos og sin fglger, at nar radius, hvorfra vi udregner
vinklerne, er sammenfaldende med den positive enheds linie, sa udtrykker sin 90°
bade i leengde og retning +¢. For en linie med afvigelsen v grader fra +1 er esinv
liniens sinus. Og enhver linie med leengde én, kan altsa udtrykkes ved cosv + esinv.

Ifolge definitionen af multiplikation vil produktet af de to radier som afviger
henholdsvis v og u grader fra +1, afvige med v 4+ u. Altsa produktet af de to rette
linier cos v+ €esin v og cosu+ esinu bliver cos (v + u)+€esin (v + u). Igen ses, at som
den almene definition indeholder den definitionen pa produktet af to summer:

(cosv + esinv)(cosu + esinu)

= cosv cosu — sinvsin u + €(cos vsinu + cos usinv),

men ifplge formlerne cos (v + u) = cos v cos u—sin v sinu og sin (v + u) = cos v sin u+
cosusinv, er det sidste udtryk netop cos (v + u) + esin (v + u).

Udtrykket cosv + esinv er udtryk for en radius, med leengden 1. En radius med
leengden r er rcosv + resinv. For nar en retvinklet trekants kateder bliver r gange
storre bliver hypotenusen ligeledes r gange stgrre: r cos v+resinv = r(cosv—+esinv).

Linier som er givet ved forleengelser af den absolutte enhed kaldes direkte, og de
linier der ligger i samme plan som 1 og €, men ikke er direkte kaldes indirekte. Hvis
a, b, ¢, d betegner direkte linier, og a + €b og ¢ + ed betegner de indirekte linier med
henholdsvis laengden A og C' som afviger fra 1 med vinklerne v og u, sa udtrykkes
produktet

(a+ eb)(a + eb) = ac — bd + €(ad + bc).

Bevis: Ifglge det lige indforte udtryk er a+eb = A cosv+ Aesinv, c+ed = C cosu+
Cesinu, men af definitionen pa multiplikation er

(a+ eb)(a + eb) = AC(cos (v + u) + €esin (v + u)
De trigonometriske formler giver
cosv cosu — sinvsin u + €(cosvsinu + cos u sinv).

Erstattes AC cos v cosu med ac og AC sinvsinu med bd, osv. fas ac—bd+e(ad+bc).

Kvotienten af A(cosv-+esinv) og B(cosu+esinu) er 4 (cos (v —u)+esin (v — u)

B
fordi B(cosu + esinu) x 4(cos (v — u) + esin (v — u) = A(cosv + esinv).
Er m hel frembringer cos > + € sin - multipliceret med sig selv m gange cosv +

: ) N .
esinv. Sa (cosv + esinv)m = cos = + esin =. Men da

v Y 1
COS—— 4+ € —sin — =
m

(cos = + esin =)
1 _1
= ; :(cosﬁ%—esing) "
(cosv + esinv)™ m m

altsa om m er positiv eller negativ er

v v L\L
cos — + esin — = (cosv + esinwv)™,
m m
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Vi har altsa

n .on
= COS —U + €81n —.
m m

3=

(cosv + esinv)

Da differensen mellem to vinkler, med samme cosinus og samme sinus enten
1
er 0, +4 rette vinkler eller et multiplum heraf, har (cosv + esinv)™ de forskellige

lgsninger:

v . v . T4 2r + v . 2m+4w
COS — + €sIn —, COoS + esin , COS + esin S
m m m m m m

m—1 v m—1 v
..,Cos¢+esm ﬁ, hvor m = 360 grader.
m m

Nu da regnereglerne for rette linier i planen (eller komplekse tal) er fremstillet,
gar Wessel videre til naeste kapitel, som omhandler nogle andvendelser af teorien.
Men lige inden antyder han dens muligheder indenfor funktionslzeren (som han lover
en fortsettelse af). Anvendelserne gar hovedsageligt ud pa at bestemme visse sider
i plane polygoner, nar andre er givet. Der er ogsa et meget elegant bevis for Cotes’s
saetning.

Neaste kapitel beskaeftiger sig med de rette linier nar de ikke ligger i samme plan.
Wessel udvider nu hans koordinatsystem til ogsa at indbefatte en tredie akse. Den
nye akses enhed kalder han 7. Denne enhed udggr en ret vinkel bade med 1 og ¢, og
det ses ligesom med €2 at 7% er —1.

Wessel betragter nu en kugle med centrum i koordinatsystemets begyndelses-
punkt og radius r. De tre vinkelrette radier betegnes med r,7e og rn, hvor r og re
ligger i den horisontal plan og r7 star lodret pa denne. Ligesom en linie i planen ud-
trykkes ved x 4+ ey, udtrykkes linien i rummet ved z + ny + ez. Nu ses multiplikation
af linier i den horisontale plan (z +€z)(a+ €b) ogsa at geelde for linier i den vertikale
plan (z +ny)(a+nb). En drejning pa kuglens overflade parallel med den horisontale
plan, vil kunne udtrykkes som et produkt (z + €z)(cosv + esinv), hvor v er vinklen
mellem den oprindelige linie og den, der fremkommer efter drejningen. Der er altsa
ikke nogen aendring af r7. Og ligeledes ses en drejning parallel med den vertikale
plan at vaere udtrykt ved (x + ny)(cosu + nsinu). Wessel indfgrer nu betegnelserne
(x+ny+ez),, (cosv+esinv) og (x+ny)(cosu+nsinu) for de to drejninger. Dette
nye tegn ,, reprasenterer blot en operation der er analog med multiplikation af de
komplekse tal. Det marketal der ikke er til stede (e eller n) skal altsa multiplice-
res, men de gvrige pa saedvanlig made. Udfgres nu to drejninger pa en linie, begge
parallelle med samme plan, ses, at

(xr+ny +€z),, (cosv + esinv),, (cosu + esinu)
= (x+ny+e€z),,(cos (v+u) + esin (v + u)),
(x +ny +€z),, (cosv+nsinv),, (cosu + nsinu)
= (x+ny+ez),, (cos (v+u) +nsin (v + u)).

Det viser, at operationen ,, i dette tilfeelde er identisk med den seedvanlige multi-
plikation. Men er de to drejninger parallelle med hvert sit plan (z+ny+ez),, (cosv+
esinv),, (cosu + nsinu) ses at den ikke er algebraisk.
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Til sidst kunne man godt have tenkt sig en undersggelse af den drejning, der
holder x uforandret, men dette kraever en fjerde akse. For at kunne betragte denne
drejning analytisk

(x +ny +e€z),, (ecosv+nsinv) eller (x+ny+e€z),, (ncosv — esinv),

er det ngdvaendigt at se pa produktet en. Den nye akse ¢ har egenskaberne (2 = —1
og ( = en = —ne og er saledes en fortsattelse af ternionerne til kvaternionerne.

Men Wessels hensigt med afhandlingen er de sphaeriske polygoner, og de halvt-
hundrede sider, som athandlingen herefter fylder, er blandt de store for den tids
afhandlinger fra Selskabet, som Wessel ikke engang var medlem af. Efter Wessels
egne bemeaerkninger var Johan Tetens engageret i afhandlingen og hjalp med ud-
arbejdelsen, hvilket ogsa antageligt er grunden til at dette ikke-medlem fik optaget
afhandlingen. Men som naevnt skabte athandlingen ingen yderlig opmaerksomhed, og
at bade Tetens’ og Wessels fortsattelser pa arbejdet aldrig udkom eller overhovedet
blev udarbejdet, kan man kun undre sig over, for Tetens har uden tvivl indset dens
betydning. At matematikere som C. F. Degen, der virkede samtidigt, og den senere
Christian Jiirgensen, der begge har haft med afhandlingen at ggre, ikke har vaeret
opmerksomme, er ligeledes besynderligt.

Tidligere tillagde man Argand aeren for den geometriske fremstilling af de kom-
plekse tal, med hensyn til hans Essai sur une maniére de représenter les quantités
imaginaires, dans les constructions algébriques, 1803. Afhandlingen blev dog helt
upaagtet af den laerde verden, da den udkom. Fgrst da 1. F. Frangais i 1813 i Ger-
gonne annales de math. offentliggjorde en artikel, der indeholdte den samme frem-
stilling. Han skriver dog at det ikke er hans ideer, men at han har fundet dem i et
brev til hans afdgde broder fra Legendre, der omtaler den som en meddelelse som
han har modtaget. Francais beder den forste forfatter at offentligggre hans arbejde,
hvilket Argand gor. Dette giver nu anledning til en diskussion af teorien i Gergonne
annales de math. Men stadigveek synes den ikke at have treengt ind. I Cauchys ar-
bejde Sur les quantités géométriques fra 1847 bliver fremstillingen benyttet til nogle
vigtige anvendelser, og forst da synes den at veere respekteret. Wessels arbejde bliver
forst genopdaget i den omtalte disputats fra 1895 af S. A. Christensen, som bevirker
dens genoptrykkelse og den rette tillzeggelse af @eren.
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Det kosmologiske argument

Rasmus Borup Hansen

Denne lille artikel gar ud pa at beskrive en af udvalgsaksiomets utallige anvendelser:
Vi vil bruge det til at bevise eksistensen af Gud!

Lad S vaere maengden af alle vaesener, der nogensinde har eksisteret, eller som vil
komme til at eksistere. Definér nu en ordensrelation > pa S, sadan at x > y, netop
hvis x er en arsag til y. Vi vil her benytte konventionen, at x > x for alle x € S.
Man kan godt gennemfore argumentet uden denne konvention, men det vil da blive
lidt mere indviklet — og det er da heller ikke helt tosset at sige, at en ngdvendig og
tilstraekkelig betingelse for eksistensen af x er eksistensen af x. Der er klart, at hvis
r >yogy >z max > z savores relation er transitiv. Desuden kan der ikke veere
nogen ,cirkel-arsager”, sa der ma geelde, at hvis x > y og y >z, ma z = y. Alt i alt
har vi, at vores relation > definerer en partiel ordning af meengden S.

Vi vil ggre folgende to antagelser:

Antagelse 1. Mangden S er en maengde i et univers, hvor udvalgsaksiomet galder.
Antagelse 2. Mangden S er induktivt ordnet.

Vi definerer nu en Gud til at veere et element G € S, sadan at hvis x er et
vilkarligt andet element i S, hvor x > G, sa er x = G. Med andre ord: En Gud er et
vaesen, der ikke har andre arsager end sig selv. Hvis G er en Gud i S, og hvis x er
et element i S, sa G > x, vil vi sige, at G er en guddommelig skaber af z. (Man ser
nemt, at enhver Gud er en guddommelig skaber af sig selv.)

Det er velkendt, at Zorns Lemma er a&ekvivalent med udvalgsaksiomet:

Zorns Lemma. Enhver induktivt ordnet maengde (# () har et maksimalt element.
Vi far nu folgende:

Hovedsaetning. Der findes en Gud, og ethvert veesen har en guddommelig skaber.
Bevis. Brug Zorns Lemma. O

Bemaerk, at vores saetning ikke udtaler sig entydigheden af en Gud, og at det er
muligt for to forskellige vaesener at have forskellige guddommelige skabere.

Lad os kigge lidt mere pa de antagelser, vi har gjort.

Det er vaesentligt, at vi har defineret S som en mangde af vaesener, som har
eksisteret, eller som vil eksistere (ens realis). For hvis vi havde tilladt potentielle
vaesener, dvs. vaesener, som kunne tankes at eksistere (ens mentalis), behgver S slet
ikke at veere en maengde! Hvis enhver maengde er et potentielt vaesen, ville S jo veere
en mangde, der indeholdt alle maengder og dermed ogsa sig selv; men sa skulle S
have strengt storre kardinalitet end sig selv, hvilket er umuligt.

Det er imidlertid stadig ikke helt klart, at .S er en maengde, men det sikrer vi med
fgrste halvdel af antagelse 1. Den anden halvdel af antagelse 1, at udvalgsaksiomet

18



gelder i det univers, vi arbejder i, er essentiel, hvis vores maengde S er uendelig.
Laesere, der vil vide mere om udvalgsaksiomet, kan evt. laese artiklen ,Hvor stor er
en ret linje? i sidste nummer af FAM®S.

Antagelse 2 har et betydeligt metafysisk indhold. Lad os betragte en delmangde
T af S, der opfylder, at hvis x og y er forskellige elementer i T', sa er enten x > y
eller y > x (dvs. T er totalt ordnet af arsagsrelationen). At S er induktivt ordnet
betyder, at hver gang vi har en sadan delmaengde T C S, findes der et element
x €S, sa x> yforalley €T (dvs. T har en majorant). Antagelse 2 er altsa et
ganske staerkt udsagn om arsagsbegrebet. For hvis man tanker sig en sadan kaede
af arsager 1 < xo < z3 < ... (bemerk, at relationssymbolet er blevet vendt), er
det ikke intuitivt klart, at denne kaede ,har en graensearsag®, altsa at der findes et
Tr,88 1 <yl a3 < - <.

Til sidst kan vi bemaerke, at hvis der gaelder,

(y>azNz>z) = (y>2Vz>y)

(hvis bade y og z er arsag til x, er enten y arsag til z eller z arsag til y), behgver vi
ikke at anvende udvalgsaksiomet. For hvis vi har et element x € S, kan vi betragte
den totalt ordnede(!) maengde T' af alle arsager til x. Antagelse 2 sikrer nu, at der
er et element G € T, der er arsag til alle de gvrige elementer i 7. Da vi har antaget,
at der ikke er nogen ,cirkelarsager”, kan der ikke findes noget andet element H i T,
sa H > G (for G er arsag til alle elementerne i T'). Vi ser nu, at G er en Gud, og at
G specielt er en guddommelig skaber af x.

Opgaver

Sammen med sine opgavelgsninger sendte Asger Grunnet et par andre opgaver, som
hermed videregives til laeserne.

Til sidst vil jeg stille et par (lidt sveaere) opgaver, der er inspireret af henholdsvis
opgave 1 og opgave 17 fra sidste nummer af FAM@s:

Opgave Lad p veere et komplekst polynomium i to variable. Antag at en kom-
pleks funktion f opfylder :

fx)f(y) = f(p(x,y)),z,y € C

Vis at der findes et komplekst tal ¢ € C, sa funktionen g(z) = f(x — ¢) opfylder
enten :

g(x)g(y) = g(axy)
for et a € C, eller
9(7)g(y) = g(x +y)
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Vink: Del op i to tilfzelde efter om f har et nulpunkt eller ej.

Opgave Lad a vare et helt positivt tal forskellig fra 1,2 og 4. Find samtlige tal
n € N, sa n(n + a) er et kvadrattal.

Vink: (Advarsel. Hvis du laeser dette vink, bliver opgaven en hel del lettere!)
Skriv a = bed med ¢ > d og ¢ — d lige. Vis at n = b(C%d)2 er en lgsning, og at alle
lgsninger er pa denne form.

I sidste nummer omtalte vi, at Jonas Kongslund, havde lgst opgaven fra septem-
bernummeret, sammen med sin lgsning sendte han fglgende opgave:
Hvis man differentierer 22 ved vi alle, at man far 2z; men hvad sker der sa her?

x x

(2%) = (x-2) = <Zx> :Z(x)’221::1:~1:x

i=1 i=1

Hvad ph.d.-studiet fgrer til. ..

A mathematics student had just finished his Ph.D. in Princeton, and he was looking
for jobs. After a year with no success, he finally landed a job with the zoo as a
zookeeper. One day, the bear in the zoo died. The zoo was facing the same financial
crisis as the universities, so they could not afford to buy another bear. So they asked
the student to dress up in a bear costume and pretend that he was a bear. Well, the
salary they offered was definitely an increase, so he took this job. He was put into a
cage, and with time he became very good at imitating a bear. But he had one worry.
The bars between his cage and the next cage were loose. And in the next cage was a
very ferocious looking lion. One day, his worst fears were realized, and the bar broke
loose. The lion jumped through the bars, and ran up to the student. Extending his
paw, the lion exclaimed, “Hi, I'm Phil, a physics major from Stanford.”

20



Opgavelgsninger

Nedenfor folger opgavelgsningerne til de opgaver, vi stillede i sidste nummer, og som
blev stillet ved Baltic Way 1997-konkurrencen:

1. Da f # 0, findes et g, sd f(xg) # 0. Da f(x9)f(0) = f(xo — 0) = f(z,), ma
f(0) = 1. Da f(2)* = f(2)f(x) = f(z — 2) = f(0) = 1, er specielt f(z) # 0
for alle z. Men sa ma f(x)f(5) = f(x — 3) = f(5),sa f(z) = 1 for alle z.

2. Lad ¢ veere det mindste indeks, hvor a; > aq. Sa er 2a, — a; et naturligt tal
stgrre end a1, sa det ma forekomme et sted i fglgen efter a,. Med andre ord
findes det et m > /¢, sa a,, = 2a, — a;.

3. Hvis vi for et fast n skriver ,, =an+bmed 0 < b<n,erx,.1 =, +a+2 =
a(n+ 1)+ b+ 2. Hvis xy = AN, er oy = AN +14) + 2i for 0 < i < N,
og Xoy = (A+1)-2N. For N = 1 svarer dette til A =1, og for N = 2%, fas
A =k + 1. Betragtes N = 219 = 1024, er A = 11 og Xny; = A(N + 1) + 21,
som for ¢ = 973 giver w1997 = 11 - 1997 4 2 - 973 = 23913.

4. Seet y; = x; —a. Saer y; +---+y, = 0, og vi kan antage, at y; < --- <y, <
0<yps1 < - <yp. Seet 2 =ypi1+ -+ yp. Sder

Uit yn =yt Y Y T
<t o)+ e+ + )’
= 222
1

= 5(22)2

1
= §(|y1\+~-~+\yn\)2-

5. Da antallet af naturlige tal u,, < a er endeligt, og da disse forekommer uende-
ligt ofte(!), ma der findes naturlige tal n og m med n > m, s u, = u,,. Fra
trin m, vil folgen veere periodisk med periode n — m.

6. Man far umiddelbart, at a®+9b%+9¢ = 1990, og da 1990 = 1 (mod 9), er a3 =
1 (mod 9). Man ser nemt, at s ma a =1 (mod 3), og da 133 = 2197 > 1990,
méi a € {1,4,7,10}. Hvisa < 7, er a®>+9b*+9c¢ < 72+9-7%4+9.-7 = 847 < 1990,
sa a = 10, og dermed ma ogsa b og c veere lig 10.

7. Antag, b er et heltal, sa Q(P(b)) = 1. Da a og a+1997 er rodder i P, er P(z) =
(x—a)(x—a—1997)W (), hvor W er et polynomium med heltalskoefficienter.
Da Q(1998) = 2000, er Q(z) = (x—1998)T'(x)+2000, hvor T"er et polynomium
med heltalskoefficienter. Heraf fas, at

1=Q(P(b)) = ((b—a)(b—a— 1997)W (b) — 1998)T(P(b)) + 2000,

og tallet (b—a)(b—a—1997) er altid lige, sa udtrykket pa hgjresiden er altid
lige, mens venstresiden er ulige.
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10.

11.

12.

13.

14.

Det er nok at vise, at der findes et tal k, sa 3993 - k£ bestar af lutter nitaller
(for et sadant tal kan ikke fremkomme ved addition af to naturlige tal, uden
der opstar menter). Betragt de 3994 forskellige tal 9, 99, ..., 9...9 (hvor det
sidste bestar af 3994 nitaller). Skuffeprincippet giver, at to af disse tal ma give
den samme rest ved division med 3993, sa ogsa deres differens er delelig med
3993. Men denne differens ma vaere pa formen 9...90...0, og da 10 og 3993
er indbyrdes primiske, er tallet, hvor vi har fjernet alle nullerne ogsa deleligt
med 3993, og det ma besta af lutter nitaller.

Det er nok at vise, at ligegyldigt hvor vi starter, kan vi na til 1. For at indse
dette, er det nok at vise, at vi kan na til et lavere nummer (hvis ikke vi er i
1). Vi ser, at

n—9m+1—3n+4— 12n+1 — 4n — 2n,
3n+1—mn, og
n+2—6n+4—2n+1.

Betragt en folge af 79 pa hinanden fglgende naturlige tal. Blandt de forste 40
er 4 delelige med 10, og mindst et af disse tal har et tal mindre end eller lig 6
som det neest-sidste ciffer. Lad dette tal veere x, og lad dets tveersum vaere y.
Da er

z,x+1,...,2+ 19,2+ 29,2+ 39

alle tal fra vores folge, og deres tvaersummer er
y,y+ 1.y + 12

og et af disse tal ma veere deleligt med 13.

Lad Cy,Cs, ... veere punkter pa linjen med B’erne, sa |C;Cii1| = 1 og Co; =
Bi, 1= 1, 2, ....Daer éAszAz—i-l = ZAZ'C%AZ'—H = 4A10,;|_1A2 = 402'4_114207;4_2,
0g Y o LABiAi =370 L1 AyCipg = LO A Ay = T — au.

Der geelder, at L/ YAX = /YAP =/YQP=/ZQP =/7ZBP =/7ZBX, og
da |AX| = |BX|, er AYAX=AZBX, hvorfor |YX| = |ZX]|.

Lad O, H' og G’ betegne centrene for de omskrevne cirkler til ABDF, ABCF
og ACDF. Punkterne O, G og G’ ligger pa medianen for DF', mens O, H og
H' ligger pa medianen for BF. Da G og H' ligger pa medianen for BC, da O
ligger pa medianen for BD, da H og G’ ligger pa medianen for C'D, og da C
er midtpunktet for BD, far vi, at H' og G’ fremkommer ved rotation af H og
G 180° omkring O. Folgelig er AOGH' og AOG'H kongruente, og GHG'H'’
er et parallelogram. Da C'F er en falles side for ABCFEF og ACDF, er linjen
G'H’, der forbinder centrene for deres omskrevne trekanter, vinkelret pa deres
faelles side. Derfor er GH vinkelret pa C'F.

Vi bemarker, at B < max{A,C}, sa 0 < cot B < oco. Efter antagelse er

. . 2, 2 2 2, 2 72
2b? = a? + ¢*. Cosinus-formlerne giver, at cos A = =" cos B = <=0
2 2__ .2 . . . . .

og cosC' = % Sinus-formlerne giver, at sin A = ka, sin B = kb, sinC =
2 _ b4c?-a? _ 2+a?-b? B e 2

ke, sa cot A = >, coztli = 2§)abc og cot C = “p——==. Altsa er
_2p2 o 202=2(a?+c2-20%) _ Ha?4c2-b2 ;

cot A+ cotC = o= = STl = 245" = 2cot B. Af ulighe-

den for aritmetisk og geometrisk gennemsnit fas cot? B > cot A cot C. Hvis A
eller C' er stump, holder konklusionen stadig.
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15.

16.

17.

18.

19.

Lad I betegne centrum for den indskrevne cirkel, lad ) betegne skeaerings-
punktet mellem AA; og B;C1, og lad Y betegne skaeringspunktet mellem AC
0og BlCl. Da er ZAQCl = %(\/ ACl+ ~ Achl) = %(% — AB + % ~
BC + %C’A) = 90°. Da LZAC B, = ZB;C,C, er C;B; vinkelhalveringslinje for
AC: 1, 0g da AI 1 C1By, er M By vinkelhavleringslinje for ZAM I. Tilsvarende
er Y (C; vinkelhalveringslinje for AY'[. I firkanten AMTY , er diagonalerne vin-
kelrette og lig vinkelhalveringslinjerne. Altsa er det en rhombe, og M| AC.
Tilsvarende er NI||AC, so M, N og I ligger pa en ret linje.

Med folgende strategi er den forste spiller sikker pa at vinde: Den fgrste spiller
setter hesten pa feltet maerket 0 i figuren nedenfor. Hver gang modspilleren har
flyttet hesten, skal den forste spiller blot flytte til feltet med samme nummer.

0112 8 | 3 |11
53 (111 |7
121 8 | 6 |10] 4
21519 |71
9161|2410

Lad ab = n og cd = n+ 76, hvor a, b, c og d er antallet af felter i hver retning.
Da er ad = be, og vi kan skrive a = ux, b = uy, ¢ = vr og d = vy. Dette
giver, at cd — ab = zy(v? — vu?) = zy(v —u)(v +u) =76 = 22-19. Da v +u
og v — u er naturlige tal, der enten begge er lige eller begge er ulige, er den
eneste mulighed, for at produktet kan ga op i 76, at v —u =1 og v + u = 19.
Altsdier u =9, v = 10 og zy = 4, sa n = u’zy = 324.

Lad A vaere maengden af naturlige tal, hvor det kun er pa de lige pladser
(i titalssystemet, talt fra hgjre), hvor der er cifre forskellige fra nul. Lad B
veere veere maengden af naturlige tal, hvor det kun er pa de ulige pladser (i
titalssystemet, talt fra hgjre), hvor er er cifre forskellige fra nul. Det er klart,
at (A, B) har den gnskede egenskab.

Der gelder, at 0 € AN B. Betragt nu det mindste £ ¢ A. Der ma galder,
at k € B. Betragt opdelingen af A i foreningen A; U Ay U ... af maksimale
maengder A;, Ag,... af pa hinanden fglgende tal, skrevet i stigende orden.
Specielt er Ay = {0,...,k — 1}. De naturlige tal ma kunne skrives som en
disjunkt forening af maengderne A, +y ={z+y | x € A,} med y € B. Ved
induktion folger, at A, ma have leengde k: For hvis A,, er den forste maengde
med lengde | # k, ma vi have [ < k for ikke at fa overlap mellem A,, + 0
og A, + k, og da ma der vaere et A, +y mellem A,, + 0 og A,, + k, hvilket
er umuligt, da n < m. De naturlige tal er saledes en disjunkt forening af
maengderne A, + y, der alle har leengde k, y € B. Det forste tal i en sadan
mengde er et multiplum af k£, og da hvert y € B er det fgrste tal i A} + v,
fglger det, at hvert y er et multiplum af £.

Da hvert kampagnefgrende dyr bruger preecis n stier, og da det totale antal
af stier er "("_1), kan det totale antal af kampagneforende dyr ikke overstige

2
"T_l. Benaevn hulerne med tallene 0,1, ... ,7n—1. Vi kan da konstruere "T_l ikke
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20.

overlappende ruter som fglger:

0—-1—-2—-3—---—>n—0
0—-2—-4—-6—>---—>n—-1—0

0—-3—-6—9—.---—n—-—2—-0

n—1

O—)T—>n—1—>---—>

nTJrl_)()‘

Vi har set, at der ikke kan vaere mere end 9;21 = 4 kampagneforende dyr, men
dette antal er ogsa opnaeligt:

0—-1—-2—-8—-23—-T7T—4—-6—5—0
0—2—-3—-1—-4—-8—-5—->7—06—0
0—-3—44—-2—-5—->1—-6—-8—>T7—0

0—-4—-5—-3—-6—2—-7—-1—-8—0

Vi inddeler kortene i folgende fire typer:

Farve til at begynde med
Type | opad nedad
A sort hvid
B hvid sort
C hvid hvid
D sort sort

Blandt kortene 1-6 ma der veere fem af type A og et af type C eller D. Til
sidst har vi, at der blandt kort 7-12 ma der veere fire af type A, og de to gvrige
ma svare til en af fglgende kombinationer:
(a) et af type A og et af type B,
(b) et af type C og et af type D,

(¢) to af type C,

(d) to af type D.
Derfor kan de to ukendte kort blandt kort 1 6 ikke vaere af type D, da der sa
vil blive for mange sorte kort til at starte med. Tilsvarende er mulighederne
a, b og d umulige. Alt i alt ma der have veaeret ni kort af type A og tre kort af
type C.
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